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INTRODUCCION

El interés por analizar procesos, como la coordinacion de representa-
ciones en diferentes registros que realizan estudiantes de ingenieria,
en particular Ingenieria de Alimentos, surgio a raiz de observar las di-
ficultades que presentan los estudiantes del curso Calculo integral o
Matematicas 11, al querer lograr el entendimiento y la comprension del
Teorema Fundamental del Calculo —TFc-; asi como la aplicacion del
mismo. Por tal motivo, se considera que los aspectos tedricos y meto-
dologicos de la didactica de las matematicas brindan todas las herra-
mientas necesarias para realizar cualquier estudio investigativo.

El principal objetivo de esta investigacion es analizar la coordinacién
de las representaciones en los registros de representacion semidtica: gra-
fico-algebraico-lengua natural, que los estudiantes de Ingenieria de Ali-
mentos realizan cuando desarrollan una situacion problema relacionada
al TFc. Para alcanzar dicho objetivo, se analiza el desarrollo de las conver-
siones y tratamientos de las representaciones de los objetos presentes
en el enunciado de dicho teorema, y se establece un marco tedrico que
permite realizar los procesos mencionados, conversiones y tratamientos.

El marco tedrico de la Teoria de Registros de Representacién Semio-
tica —-TRRS- de DUVAL!, proporciona herramientas valiosas y necesarias
para comprender e interpretar las transformaciones realizadas por los
sujetos de investigacion cuando desarrollan una situacion problema re-
lacionada al TFc. Asi mismo, se escoge como referencia algunos aspec-
tos metodolégicos de la Ingenieria Didactica -ID—- de ARTIGUE et al %

1 RAYMOND DUVAL. Semiosis y pensamiento humano: registros semidticos y aprendizajes in-
telectuales, Cali, Colombia, Universidad del Valle, 1999.

2 MICHELE ARTIGUE, LUis MORENO FERNANDEZ y REGINE DoUADY. Ingenieria diddctica en
educacién matemdtica. Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza
y el aprendizaje de las matemdticas, Bogota, Grupo Editorial Iberoamérica, 1995, disponi-
ble en [http://funes.uniandes.edu.co/676/1/Artigueetal195.pdf].
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Por ultimo, para analizar los resultados obtenidos de la situacién
problema, se confronta el andlisis a priori con el andlisis a posteriori,
caracteristica de la ID, para observar si los resultados fueron o no los
previstos por el investigador. Este modo de realizar el analisis permiti6
que el uso del GeoGebra favoreciera la conversion de representaciones
en el registro algebraico al grafico, ademas, de facilitar los tratamientos
en el registro grafico. Asi mismo, la TRRS determina la explicaciéon del
desarrollo de las conversiones y tratamientos, ademas de identificar las
dificultades por las cuales los estudiantes no realizan la coordinacion.
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CAPITULO PRIMERO
INGENIERIA DIDACTICA:
PROCESOS DE ENSENANZA-APRENDIZAJE

Considerando que este trabajo es una investigacion cualitativa en edu-
cacion matematica, se hace indispensable reflexionar en un método
que guie de modo sistematico para alcanzar los objetivos de la investi-
gacion, es por ello que se consideran algunos aspectos de la ingenieria
didactica de MICHELE ARTIGUE.

La ingenieria didactica se caracteriza principalmente por ser una
metodologia de caracter experimental, la cual esta basada en las in-
tervenciones didacticas en clase, que toman la forma de una secuencia
de lecciones de ensefianza®. Es decir, trata del disefio y evaluacién de
secuencias de ensefianza de las matematicas tedricamente fundamen-
tadas, con la intencion de hacer emerger determinados fendmenos di-
dacticos, al tiempo que se logra elaborar recursos para la ensefianza
experimentados en el ambito cientifico.

Segun la autora, la metodologia mencionada lleva ese nombre de-
bido a que describe el modo de abordar el trabajo de profesor con el
trabajo que realiza un ingeniero. Por ejemplo, cuando un ingeniero va
allevar a cabo un proyecto, éste se apoya en los conocimientos cientifi-
cos de su dominio, accede a someterse a controles cientificos, pero a la
vez esta obligado a encargarse de objetos mucho mas complicados que
los de la ciencia, y por tanto puede abordar problemas que la ciencia no
puede o no ha tomado atn a su cargo®.

3 ARTIGUE, MORENO FERNANDEZ y DOUADY. Ingenieria diddctica en educacién matemadtica.
Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, cit.

4 MICHELE ARTIGUE. “Ingenierie didactique”, en Recherches en Didactique des Mathéma-
tiques, vol. 9, n.° 3, 1989, pp. 281 a 308, disponible en [https://revue-rdm.com/1988/
ingenierie-didactique-2/].
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Segtin BROUSSEAU® la ingenieria didactica se ocupa de la creacion de
modelos coherentes y pertinentes, de permitir dispositivos educativos
sobre el conocimiento preciso, la intencidn de describir o predecir y
explicar los acontecimientos observables de un episodio de ensefianza
especifica observado o propuesto. El estudio de la coherencia y perti-
nencia de estos modelos se refiere a una revision critica de los concep-
tos relacionados con la ensefianza, el aprendizaje y la constituciéon de
la materia que se ensefia.

Segun ARTIGUE® la ingenieria didactica como metodologia de inves-
tigacion se caracteriza por:

e Estar basada en las intervenciones didacticas en clase, es decir, so-
bre la concepcidn, realizacion, observacion y andlisis de secuencias
de ensefanza.

e La validacion que se realiza es en esencia interna, fundada en la
confrontacion entre el analisis a prioriy a posteriori (y no la valida-
cién externa, basada en la comparacion de rendimientos de grupos
experimentales y de control).

Con respecto a esta caracteristica de la ingenieria, ARTIGUE afirma que:

Las investigaciones que recurren a la experimentacién en clase se sitlan por
lo general dentro de un enfoque comparativo con validacién externa, basada
en la comparacién estadistica del rendimiento de grupos experimentales y
grupos de control. Este no es el caso de la ingenieria didactica que se ubica,
por el contrario, en el registro de los estudios de caso y cuya validacion es
en esencia interna, basada en la confrontacién entre el analisis a priori y a
posteriori’.

5  Guy BROUSSEAU. Introduction a l'Ingénierie Didactique, 2016, disponible en [http://
guy-brousseau.com/wp-content/uploads/2013/12/Introduction-%C3%A0-
ling%C3%A9nierie-didactique3.pdf].

6  ARTIGUE, MORENO FERNANDEZ y DOUADY. Ingenieria diddctica en educacién matemadtica.
Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, cit.

7  Ibid, p. 37.
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I. FASES DE LA INGENIER{A DIDACTICA
A. Andlisis preliminar

En esta fase, se debe explorar el andlisis epistemologico de los conteni-
dos contemplados en la ensefianza de un determinado objeto matema-
tico, por ejemplo, se debe analizar la ensefianza tradicional, las concep-
ciones que tienen los estudiantes en relacion con el objeto matematico
en estudio, asi como las dificultades y obstaculos que se presentan en la
compresion del mismo, ademads de analizar las restricciones donde se
realizara el estudio. En esta investigacion, esto se encuentra desarrolla-
do en los antecedentes y en la justificacién (malla curricular, silabos),
los cuales guardan relacion con el estudio del Teorema Fundamental
del Calculo -TFc-. Los aspectos del TFC son los siguientes:

— Aspecto epistemoldgico

Seglin ARTIGUE, este aspecto “estd asociado a las caracteristicas del sa-
ber en juego”®. Desde esta perspectiva, este aspecto se compone por las
cuestiones histéricas y matematicas del TFc, es decir, como emerge el
TFC en la historia hasta que se formaliza como objeto matematico de
estudio; asi como se tomé como base los trabajos de BOoyER?, GRANDE!?
y CAMPOS!.,

8  ARTIGUE, MORENO FERNANDEZ y DOUADY. Ingenieria diddctica en educacién matemadtica.
Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matemadticas, cit., p. 40.

9 CARL B. BOYER. Historia de la matemdtica, Espafia, Alianza Editorial, 1987.

10 ANDRE LUcio GRANDE. “Um estudo epistemoldgico do Teorema Fundamental do Célculo
voltado ao seu ensino” (tesis doctoral), Sdo Paulo, Brasil, Pontificia Universidade Catdlica
de Sdo Paulo, 2013, disponible en [https://sapientia.pucsp.br/handle/handle/10979].

11 RONALDO PEREIRA CAMPOS. “A abordagem do teorema fundamental do calculo em livros
didaticos e os registros de representacdo semiodtica” (tesis de maestria), Sdo Paulo, Bra-
sil, Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo, 2007, disponible en [https://sapientia.
pucsp.br/handle/handle/11269].
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— Aspecto cognitivo

Para ARTIGUE, este aspecto “esta asociado a las caracteristicas cogniti-
vas del publico al cual se dirige la ensefianza”'?. Desde esta perspectiva,
este aspecto se desarrolla con el levantamiento de antecedentes, inves-
tigaciones de referencia, los cuales tienen relacion directa o indirecta
con el estudio, ensefianza y aprendizaje del TFC y con las caracteristi-
cas de los sujetos implicados, por ejemplo, nivel similar de instruccidn,
formacién matematica similar.

— Aspecto diddctico

Segiin ARTIGUE', este aspecto “estd asociado con las caracteristicas
del funcionamiento del sistema de ensefanza”. Desde esta perspec-
tiva, este aspecto sera tratado al analizar el libro de texto Cdlculo de
una variable: trascendente tempranas cuyo autor es JAMES STEWART,
el cual se encuentra como libro de consulta en el silabo del curso de
Matematica 11 impartido por la Facultad de Ingenieria de Alimentos de
la Universidad Nacional del Callao —UNAC—; permitiendo asi conocer la
manera en que el conocimiento, el estudio del TFc, se transmite a los
estudiantes.

B. Concepcion y andlisis a priori

Con respecto a la concepcion, en esta etapa se toman en cuenta las res-
tricciones cognitivas de los estudiantes, es decir, sus errores mas fre-
cuentes y las dificultades que tienen cuando abordan el TFc, asi como
el estudio del objeto matematico, lo cual fundamenta el andlisis preli-
minar y permitird iniciar el proceso de ingenieria para lograr la génesis
esperada. Esto lo defiende ARTIGUE: “la fase de concepcidn se basa no
s6lo en un cuadro teérico didactico general y en los conocimientos di-

12 ARTIGUE, MORENO FERNANDEZ y DoUADY. Ingenieria diddctica en educacion matemadtica.
Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matemadticas, cit., p. 40.

13  ARTIGUE, MORENO FERNANDEZ y DoUADY. Ingenieria diddctica en educacion matemadtica.
Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, cit.
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dacticos previamente adquiridos en el campo de estudio, sino también
en un determinado nimero de andlisis preliminares”!*.

Con respecto al disefio de la situacién problema, este debe contener
tales supuestos, ademas, debe guardar relacién directa con los obje-
tivos de la investigacion. Las actividades que conforman la situacién
problema deben estar disefiadas con la finalidad de permitir la génesis
artificial del conocimiento, en este caso, la génesis del TFc, para ello el
profesor ingeniero manipula las variables de comando, las cuales per-
mitiran esta génesis.

Por otro lado, en relacion con las variables de comando, ARTIGUE
distingue las variables macro-didacticas o globales y las variables mi-
cro-didacticas o locales.

a) Variables macro-diddcticas: aquellas “concernientes a la organiza-
cion global de la ingenieria”®

b) Variables micro-diddcticas: aquellas “concernientes a la organiza-
cion local de la ingenieria, es decir, la organizacién de una secuencia o
de una fase”'®.

Por consiguiente, se quiere establecer que el estudiante pueda apren-
der un conocimiento matematico a partir de una situacion proble-
ma disefiada por el profesor-investigador, para lo cual se controlan y
modifican ciertas condiciones (variables didacticas) que tienen la fi-
nalidad de adquirir dicho conocimiento. En este sentido, BROUSSEAU
sefiala que “las variantes de una situacion relativa a un mismo saber
matematico pueden presentar grandes diferencias de complejidad y
en consecuencia conducir a estrategias 6ptimas diferentes y también
maneras diferentes de conocer un mismo saber”?’.

14 ARTIGUE, MORENO FERNANDEZ y DoUADY. Ingenieria diddctica en educacion matemadtica.
Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matemadticas, cit., p. 38.

15 Ibid, p. 42.

16 idem.

17 Guy BROUSSEAU. Iniciacién al estudio de la teoria de situaciones diddcticas, Buenos Aires,
Argentina, Libros de Zorzal, 2007, p. 41.
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Ademas, ALMOULOUD!® afirma que la eleccion de las variables didac-
ticas y sus valores logran modificar estrategias éptimas, y si estos cam-
bios son significativos, generan un cambio informacional lo cual puede
llevar a un cambio de estrategia para resolver el problema en cues-
tion. Las variables son elegidas para favorecer el aprendizaje de los
estudiantes, por esta razén serdn importantes en la elaboracién de las
actividades que conforman la situaciéon problema que vamos a disefiar.

Por lo anterior, el analisis a priori tiene como objetivo analizar de
forma previa si las modificaciones realizadas en las variables didacti-
cas permitieron controlar las acciones de los estudiantes y darles sen-
tido. Seglin ARTIGUE, el objetivo del andlisis a priori es:

Determinarquelasseleccioneshechaspermitancontrolarlos comportamientos
de los estudiantes y su significado. Por lo anterior, este andlisis se basa en
un conjunto de hipétesis. La validacion de estas hipétesis esta, en principio,
indirectamente en juego en la confrontacién que se lleva a cabo en la cuarta
fase entre el analisis a priori y el andlisis a posteriori®.

De esta manera, el analisis a priori por lo general comprende una parte
descriptiva y una predictiva, pues describe las selecciones del nivel local
(vinculdndolas con las selecciones globales) y las caracteristicas de la
situacién didactica que de ellas se desprenden; analiza qué puede estar
en juego en una situacién para un estudiante en funcién de las posibili-
dades de accion, de seleccion, de decision, de control y de validacion de
las que él dispone, una vez puesta en practica en un funcionamiento casi
aislado del profesor; prevé los campos de comportamientos posibles y
se trata de demostrar cdmo el andlisis realizado permite controlar su
significado y asegurar, en particular, que los comportamientos espera-
dos, si intervienen, sean resultado de la puesta en practica del conoci-
miento contemplado por el aprendizaje. Se determina que, en este ana-
lisis, el estudiante es considerado en los niveles descriptivo y predictivo,
por ello es el actor principal; en cambio, el profesor esta poco presente y
sélo interviene en el nivel descriptivo o al realizar una devolucion.

18 SapDO AG ALMOULOUD. Fundamentos da educagdo matemdtica, Panama, Universidad Fe-
deral de Panam3, 2007.

19 ARTIGUE, MORENO FERNANDEZ y DoOUADY. Ingenieria diddctica en educacion matemadtica.
Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matemadticas, cit., p. 45.
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C. Experimentacion

Esta etapa se realiza en la ingenieria con sujetos de investigacion, ésta
inicia en el momento en que se da el contacto entre el investigador/
profesor/observador con la poblacién de los estudiantes que son obje-
to de investigacidn. En este sentido, se plantea que en esta etapa se eje-
cutan los disefos y se recoge informacion, los datos cualitativos, que
comunican los fendmenos identificados en el analisis a priori.

La experimentacion considera los siguientes puntos:

a) Explicar los objetivos y las condiciones de realizacion de la inves-
tigacién, por ejemplo: se muestran las herramientas que emplearan
para recoger los datos, a los estudiantes que participaran en la investi-
gacion, con la finalidad de que no interrumpan el desarrollo de la géne-
sis del conocimiento. Es decir, establecer el contrato didactico.

b) La aplicacién de los instrumentos de investigaciéon que abarcan las
actividades disefiadas para ser trabajadas en las sesiones pactadas con
los sujetos de investigacion, empleando el software de geometria di-
namica GeoGebra, ademas de trabajar a lapiz y papel, con apoyo de un
marco tedrico y de objetivos generales y especificos.

C) El registro de observaciones realizadas durante la experimentacion.
Es recomendable, cuando la experimentacién tarda mas de una sesion,
se debe hacer un anadlisis a posteriori local, confrontando con los ana-
lisis a priori.

D. Andlisis a posteriori y validacion

El objetivo de realizar el analisis a posteriori es realizar conclusiones en
funcién de las relaciones que se presentan entre los objetivos, estable-
cidos a priori, con las observaciones realizadas y el producto obtenido
en la fase de la experimentacion con la intencién de evaluar la repro-
ducibilidad y la regularidad de los eventos observados. Para ARTIGUE:

Esta fase se basa en el conjunto de datos recogidos a lo largo de la experimen-
tacion, a saber, las observaciones realizadas de las secuencias de ensefianza,
al igual que las producciones de los estudiantes en clase o fuera de ella. Estos
datos se complementan con frecuencia con otros [...] como cuestionarios, en-
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trevistas individuales o en pequefios grupos, aplicadas en distintos momentos
de la ensefianza o durante su transcurso...2.

De esta manera, las acciones realizadas y los resultados obtenidos por
los estudiantes luego de la experimentacion, seran recogidos de mane-
ra fisica (los procedimientos y respuestas de los estudiantes), en forma
de grabaciones de audio y video, también se pueden utilizar diversos
softwares que permitan capturar las acciones que realizan los estu-
diantes en una computadora al resolver las actividades planteadas por
el profesor investigador.

La validacién de cualquier hipétesis propuesta en una investigacion,
se da cuando se realiza la confrontacién o comparaciéon entre el pro-
ducto realizado por los estudiantes y lo que se espera que ellos, res-
pondan al desarrollar las actividades que conforman la situacién pro-
blema planteada. Esto corresponde a lo que denomina la autora como
validacion interna.

[I. REPRESENTACION SEMIOTICA

Los procesos de ensefianza y aprendizaje en matematica constituyen
un reto para los docentes, en el sentido que éstos deben buscar estrate-
gias para trasmitir el contenido matematico y, sobre todo, lograr que el
estudiante lo interiorice. Para la comunidad de educaciéon matematica,
seguin DuvAL?!, estos procesos involucran actividades cognitivas como
la conceptualizacion, la reflexidn, el planteamiento y la resolucion de
problemas.

Debido a esto, DuvaL?? afirma que los investigadores en educacién
matematica han desarrollado diversos enfoques, los cuales se caracteri-
zan por utilizar representaciones, pues en matematicas los objetos son

20 ARTIGUE, MORENO FERNANDEZ y DOUADY. Ingenieria diddctica en educacién matemadtica.
Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matemadticas, cit., p. 48.

21 DuvAL. Semiosis y pensamiento humano: registros semiéticos y aprendizajes intelectuales,
cit.

22 RAYMOND DUVAL. “Registros de representacdes semidtica e funcionamento cognitivo da
compreensdo em matematica”, en SILvIA D1AS ALCANTARA MACHADO (org). Aprendizagem
em matemdtica: Registros de representagdo semiética, Campinas, Editora Papiros, 2013.
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abstractos, a diferencia de otras ciencias donde los objetos son tangibles;
entre los enfoques destacados estan los didacticos y los epistemoldgicos.

Asi mismo, para el autor las representaciones constituyen una he-
rramienta importante en el aprendizaje de las matematicas, pues per-
miten acceder a los objetos matematicos, por ejemplo, una representa-
cion del objeto integral indefinida de una funcién real de variable real
es [ f (x) dx. Las representaciones pueden ser internas y externas; las
primeras son las que poseen un sujeto y se caracterizan porque no son
comunicadas, en cambio las externas son generadas por la aplicacion
de un sistema semidtico y son entendibles por todos aquellos que en-
tienden el sistema semiotico considerado.

En este sentido, el autor afirma que las representaciones “también
pueden ser signos y sus asociaciones complejas, que se producen de
acuerdo con reglas que permiten la descripcién de un sistema, un pro-
ceso, un conjunto de fendmenos que pueden ser mentales, computa-
cionales y semioticos”?3. Esto quiere decir que las representaciones
semidticas son representaciones externas y no sélo se utilizan para
comunicar algo, sino también para el desarrollo de la actividad ma-
tematica, es decir, que ellas son herramientas que generan un nuevo
conocimiento.

Ademas, las representaciones semidticas son el inico medio de ac-
ceso a los objetos matematicos, por consiguiente, se deben emplear
distintas representaciones para estudiarlas, y para ello es importante
reconocer que éstas no son el objeto matematico, sino que ayudan a su
comprension, lo cual hace que, pasar de la representacion de un objeto
a otra representacion del mismo, sea un problema. De esta manera,
las representaciones semioticas quedan determinadas por un sistema
particular de signos, lenguajes, expresiones algebraicas, graficos carte-
sianos; lo que permite su transformacion en representaciones equiva-
lentes en otro sistema semiotico para el sujeto que las moviliza.

DuvaAL, citado por VIGO INGAR, plantea que un sistema semiético:

Considera reglas, mas o menos explicitas, que permiten combinar los signos
entre si, de modo que la asociacién formada tenga también un sentido. Las
posibilidades de combinacién son las que dan la capacidad inventiva al sistema

23 DuvaAL. “Registros de representacdes semiotica e funcionamento cognitivo da compreen-
sdo em matematica”, cit., p. 62.
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semidtico permitiendo efectuar, en su interior, transformaciones de expresion
o de representacion. Estas reglas determinan el funcionamiento del sistema,
su sintaxis en sentido amplio...2*

En este apartado, se utilizaran diversos sistemas semiéticos los cuales
presentan reglas que permiten la escritura y la interpretacion de sim-
bolos, expresiones de una manera determinada, por ejemplo la escri-
tura algebraica es la representacion de la derivada de la funcién f. Un
sistema semidtico es un registro de representacion semidtica siempre
que permita realizar tres actividades cognitivas ligadas a la semiosis,
entendida ésta como la aprehension o produccién de una representa-
cion semiotica.

A. Registro de representacion semiotica

DuvaL?® afirma que un registro de representacién semioética es un sis-
tema semiotico que permite desarrollar tres actividades cognitivas
fundamentales ligadas a la semiosis que son: la formacion, el trata-
miento y la conversion.

e Formacion

La formacién de una representacion semiotica en un determinado re-
gistro “implica siempre una seleccién en el conjunto de caracteres y de
las determinaciones que constituyen lo que se quiere representar”?.
Esto quiere decir que realizar la formacién de una representacion se-
midtica consiste en el empleo de reglas de cumplimiento y de seleccion
de ciertas caracteristicas y propiedades de lo que se quiere represen-
tar. Esas reglas ya estan establecidas por la comunidad cientifica, en
este caso la matematica, de modo que al usarlas se puedan reconocer
tales representaciones.

24 RAYMOND DuUVAL cit. en KATIA VIGO INGAR. “A visualiza¢do na aprendizagem dos valores
maximos e minimos locais da funcdo de duas variaveis reais” (tesis doctoral), Sdo Paulo,
Brasil, Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo, 2014, disponible en [https://tede2.
pucsp.br/handle/handle/11013], p. 42.

25 DuvAL. Semiosis y pensamiento humano: registros semiéticos y aprendizajes intelectuales,
cit.

26 Ibid, p. 43.
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No obstante, es de suma importancia respetar las reglas de for-
macién, no sélo por razones de comunicacién, sino también porque
permitirdn el uso de los medios de tratamiento que brinda el sistema
semiébtico empleado. Por ejemplo, la formacién de la representaciéon
de la familia de antiderivadas de una funcién real de variable real en
el registro algebraico es dada por [ f (x) dx = {F (x) + C: C € R}, pues
en su formacion se identifican variables x, F (x), el integrando f (x), la
escritura algebraica [. dx, 1a pertenencia, el signo de adicién, el simbolo
de los nimeros reales y las integrales indefinidas.

Asicomo también es imperativo acotar que los softwares computacio-
nales como Mathematica y GeoGebra, contribuyen a la produccion de re-
presentaciones semioticas. Para llevar a cabo estas representaciones, los
usuarios deben conocer los comandos necesarios del software emplea-
do, asi como los conceptos matematicos movilizados a representar?.

Por consiguiente, para realizar la formacion de una representaciéon
grafica del objeto matematico integral definida mediante GeoGebra se
tomoé como base el trabajo de Vico INGAR?® en el cual esta formacion se
da por medio de los comandos del software GeoGebra y se envian 6rde-
nes a su ndcleo para mostrar las representaciones en pantalla, para ser
mas exactos en la vista grafica del software. Por ejemplo, para formar la
representacion grafica de la funcién acumulacién evaluada en cuatro,
F (4) = f (x) dx, previa definicién de la funcion f (x) = 0,1x3 - x + 3, se
debe ingresar en la entrada, el comando Integral (f; 1, 4), para después
presionar la tecla enter, obteniendo asfi la representacién grafica mos-
trada en la Figura 1.

27 RAYMOND DUVAL cit. en VIGO INGAR. “A visualizagdo na aprendizagem dos valores maxi-
mos e minimos locais da fung¢do de duas variaveis reais”, cit.

28 VIGo INGAR. “A visualizacdo na aprendizagem dos valores maximos e minimos locais da
funcdo de duas variaveis reais”, cit.
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Figura 1
Representacion grafica de la integral definida empleando GeoGebra

—

Ademas, el software permite facilitar y acelerar los calculos, lo que
quiere decir, que para obtener el valor de la integral F (4) = f (x) dx se
empleard el comando Integral.

o Tratamiento

Es la transformacién de una representacion en el mismo registro en el
cual se formod, en otras palabras, el tratamiento de una representaciéon
es una transformacidn interna en el mismo registro. Asi, en el registro
de lengua natural un ejemplo de tratamiento es el parafraseo; en cam-
bio, en el registro algebraico los tratamientos son las posibles opera-
ciones que se pueden realizar a una determinada representacién, por
ejemplo, un tratamiento en el registro algebraico es, d/dx [_a’x f (t) dt
= f ().

Del mismo modo, un ejemplo de tratamiento en el registro grafico es
la traslacion de la representacion grafica de la recta vertical x =2 a x =
4 lo cual ocurre cuando la funcién F (x) = [_1”x f (t) dt es evaluada en x
=2y x =4 conforme se muestra en la Figura 2.
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Figura 2
Tratamiento de la representacion del proceso
de acumulacidon en el registro grafico

Representacion inicial Representacion final

Segun DuVAL, citado por ViGo INGAR?, la computadora desempeia un
papel importante en la realizacidn de tratamientos debido a que mues-
tra las representaciones que son resultado de efectuar procedimientos
de manera rapida. Esto quiere decir, por ejemplo, que realizar graficos
y calculos que pueden tomar horas y dias, son realizados por el soft-
ware de manera inmediata. Ademas, el empleo del software permite
que los sujetos manipulen las representaciones, por ejemplo, realizar
un acercamiento o zoom a una representacion grafica equivale a rea-
lizar un tratamiento en el registro grafico tal como se muestra en la
Figura 3.

29 RAYMOND DUVAL cit. en VIGO INGAR. “A visualizagdo na aprendizagem dos valores maxi-
mos e minimos locais da fung¢do de duas variaveis reais”, cit.
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Figura 3
Tratamiento realizado en el registro grafico por medio del GeoGebra

st

Es importante aclarar que dicho tratamiento se puede realizar con el

uso del mouse o con el comando Q (aproximar) del GeoGebra.

DuvAL*® afirma que escoger un registro de representaciéon adecuado
para representar un determinado objeto puede favorecer el tratamien-
to. Por ejemplo, para llevar a cabo el proceso de acumulacién F (x)
= [_a”x f (t) dt, es recomendable representar la funcién en el registro
grafico empleando GeoGebra.

e (Conversion

Es la transformacién de una representacion de un registro en una re-
presentacién en otro registro, conservando la totalidad o una parte del
objeto matematico en cuestion. En otras palabras, la conversion es una
transformacion externa al registro de representacion inicial. Por ejem-
plo, la traduccion de un texto en una o mas expresiones algebraicas co-
rresponde a una conversion de representaciones de estas expresiones
de la lengua natural hacia el registro algebraico, por lo que se puede
notar que la conversion es una actividad independiente y diferente al
tratamiento.

30 DuvAL. Semiosis y pensamiento humano: registros semiéticos y aprendizajes intelectuales,
cit.
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Para explicar como se da la conversion de las representaciones usan-
do GeoGebra, se tomara como base el trabajo de Vico INGAR3?! en el cual
la investigadora sefiala que una conversion de la representacion en el
registro algebraico hacia una representacion en el registro grafico cas,
se obtiene cuando se emplean los comandos propios del software. A con-
tinuacion, en la Figura 4 se presenta un ejemplo de esta transformacion.

Figura 4

Conversion de la representacion de la funciéon acumulacion del
registro algebraico hacia el registro grafico cas

4

N

)
7

F2) = _" " feodx
1

En la Figura 4, se visualiza la conversidn de la representacion de la fun-
cién acumulacion evaluada en dos, por medio del GeoGebra del regis-
tro algebraico hacia el registro grafico cAs. Esta transformacion se da
cuando la representacion de la integral definida en el registro algebrai-
co va hacia el registro grafico cas, empleando el comando Integral (f,
1, 2) del GeoGebra; previa definicion de la funcion f (x) = 0,1x3 - x + 3.

Se debe tener en cuenta que cuando se representa la integral de-
finida de la funcién f en el intervalo [1, 2] en dos representaciones
diferentes, la algebraica y la grafica, propia del GeoGebra, se movili-
zan actividades cognitivas, como por ejemplo, el establecimiento de
relaciones entre los conocimientos matematicos y los comandos del
GeoGebra.

31 ViGo INGAR. “A visualizagdo na aprendizagem dos valores maximos e minimos locais da
funcdo de duas variaveis reais”, cit.
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DuvaL?*? afirma que disponer de varios registros de representacion
no es suficiente para garantizar la comprension, por lo que se necesita
de una segunda condicidn, la cual consiste en la capacidad que tiene un
sujeto para reconocer una representacion de un objeto en dos o mas
registros diferentes; a esta capacidad se le denomina coordinacién de
representaciones. De esta manera, la coordinacién es la tinica posibi-
lidad de la que se dispone para no confundir el objeto matematico con
su representacion, por lo que el autor plantea que para analizar las
dificultades en matematicas, es necesario estudiar las conversiones de
representaciones y no los tratamientos, debido a que la capacidad de
convertir representaciones implica la coordinacién de las mismas.

La originalidad de la actividad matematica esta en la movilizacién
simultdnea de al menos dos registros de representacion al mismo tiem-
po o en la posibilidad de intercambiar en todo momento de registro de
representacion®’. Ademas, el autor sefiala que la conversién no tiene
ninguin papel esencial en los procesos matematicos de demostracion
o prueba, debido a que se realizan en base a tratamientos efectuados
en un determinado registro discursivo; lo que servira para analizar las
transformaciones que se establecen en el libro Curso de Andlise vol.1 de
ELON LAGES Lima3*.

Por otro lado, en la Figura 5 se presenta la coordinacion de la re-
presentaciéon del objeto matematico integral definida en los registros
de representacion lengua natural, algebraica, grafica. También, se evi-
dencia la formacidén de la representaciéon del area en el registro alge-
braico, es decir, se muestran los simbolos de pertenencia €, los pares
ordenados (, ), las variables y y x, etc.; asi como los tratamientos que se
realizan en el registro algebraico y numérico.

32 DuvAL. Semiosis y pensamiento humano: registros semiéticos y aprendizajes intelectuales,
cit.

33 RAYMOND DuVAL. Los problemas fundamentales en el aprendizaje de las matemdticas y las
formas superiores del desarrollo cognitivo: Curso del Doctorado en Educacién con énfasis
en Educacion Matemadtica, Universidad del Valle, 1999, Cali, Colombia, Universidad del Va-
lle, 2004.

34 ELON LAGES LIMA. Andlisis Real. Volumen 1, Santiago de Chile, Instituto de Matematica y
Ciencias Afines, 1997, disponible en [https://www.u-cursos.cl/usuario/04calaaa5a84c
e549ea753721d6895f0/mi_blog/r/An_lisis_Real._Lima.pdf].
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Figura 5
Tratamiento, conversion y coordinacion
de la representacion del objeto matematico integral definida
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En este estudio, se utilizaron los registros de representacion semidti-
ca: registro verbal o de lengua natural, registro grafico (lapiz y papel),
registro grafico cAs (por medio del GeoGebra), registro algebraico y re-
gistro numérico; los cuales son movilizados en la actividad matematica
y pueden ser agrupados tal como se muestra en la Tabla 1.

39



El teorema fundamental del cdlculo en el contexto de la teoria de registros...

Tabla 1
Registros movilizados en la actividad matematica

Representacion discursiva | Representacion no discursiva

Los tratamientos no s Registro de lengua s Registro figural.
son algoritmizables natural.

Los tratamientos son e Registro algebraico. o Registro grafico.
algoritmizables e Registro numeérico. e Registro grafico CAS.

Las investigaciones de GRANDE?’, ANACLETO*® y PICONE*” demuestran
que los estudiantes logran una comprension incompleta del significado
del TFc, esto se debe a que sdlo realizan tratamientos en el registro alge-
braico y a lo mucho conversiones de representaciones de un determina-
do objeto matematico, involucrado con el TFc, del registro algebraico al
registro de lengua natural. Por tal motivo se han realizado investigacio-
nes que buscan mejorar la compresion del TFc, como las de ScUCUGLIA®®
o ROBLES et al.*°, sugiriendo actividades mediante el uso de un software,
en este caso GeoGebra, que permita al estudiante coordinar representa-
ciones de un determinado objeto en el registro grafico con los registros
mencionados con anterioridad, es por ello que se cree que ademas del
trabajo tradicional a lapiz y papel, se deben realizar actividades que per-
mitan al estudiante hacer tratamientos en el registro grafico.

35 GRANDE. “Um estudo epistemolégico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.

36 GRAcIA MARIA CATELLI ANACLETO. “Uma investigacdo sobre a aprendizagem do teorema
fundamental do calculo” (tesis de maestria), Sdo Paulo, Brasil, Pontificia Universidad Ca-
télica de Sdo Paulo, 2007.

37 DESIREE FRASSON BALIELO PICONE. “Os registros de representagido semiética mobilizados
por professores no ensino do teorema fundamental do calculo” (tesis de maestria), Sdo
Paulo, Brasil, Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo, 2007, disponible en [https://
tede2.pucsp.br/handle/handle/11275].

38 RICARDO SCUCUGLIA. “A investigacdo do teorema fundamental do calculo com calculado-
ras graficas” (tesis de maestria), Rio Claro, Brasil, Universidade Estadual Paulista, 2006,
disponible en [http://www.rc.unesp.br/gpimem/downloads/dissertacoes/scucuglia_r_
me_rcla.pdf].

39 MARTHA GABRIELA ROBLES ARREDONDO, EDUARDO TELLECHEA ARMENTA y VICENG FONT
MoLL. “Una propuesta de acercamiento alternativo al teorema fundamental del calculo”,
en Educacion Matemadtica, vol. 26, n.° 2, 2014, pp. 69 a 109, disponible en [https://www.
redalyc.org/pdf/405/40532665004.pdf].
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CAPITULO SEGUNDO
ANTECEDENTES TEORICOS
DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

En este capitulo, se presentaran los trabajos realizados por diver-
sos investigadores cuyo objeto matematico de estudio es el Teorema
Fundamental del Calculo —TFc-, permitiendo un panorama global de
las propuestas de estos estudios en relacion a este teorema, asi como
de las dificultades que se presentan en la ensefianza y aprendizaje de
elemento matematico, ademas de observar las conclusiones y las solu-
ciones presentadas por los investigadores ante estas situaciones.

En la investigacion realizada por GRANDE®, el autor afirma que em-
plear la nocién de acumulacién al abordar el concepto de integral, in-
terpretar la derivada como variacién o razén de cambio, la continuidad
de una funcién, la nocion de funcioén y su representacion grafica, son
fundamentales en la ensefianza y aprendizaje del TFc. La nocion de
acumulacion permitira interpretar y manipular la siguiente expresion
F (x) =[_a”x f (t) dt, no s6lo como el area bajo la curva sino en otras
situaciones, lo cual permite disefiar situaciones contextualizadas, las
cuales se basan en obtener una funcion a partir de su variacion, por
ejemplo, hallar la funciéon que modela el espacio recorrido de un mévil
a partir de su velocidad, y con ello lograr relacionar el registro grafico
con el algebraico, permitiendo abordar dicho tema de modo diferente
y con ello dejar la tradicional interpretacion de la integral, el area bajo
la curva.

40 GRANDE. “Um estudo epistemoldgico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.
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Asi mismo, la nocién de razén de cambio permitira interpretar gra-
ficos de variacién de una funcién con respecto a determinada cantidad,
tasas de variacion de una funcién y con ello poder obtener el grafico de
la funcién mencionada, luego, la nocién de funcién permitira a los es-
tudiantes manipular y entender la expresién F (x) = [_a”x f (t) dt, por
ultimo, la nocién de continuidad permitira a los estudiantes analizar
las condiciones necesarias que debe tener la funcién integrando para
poder aplicar el Teorema Fundamental del Calculo.

Por otro lado, la investigacidn realizada utiliza los fundamentos
tedricos planteados por POINCARE* sobre el uso de la intuicion en la
construccion del pensamiento matematico, ademas, de los conceptos y
caracteristicas del razonamiento intuitivo en la ciencia y las matemati-
cas descritas por el psicélogo FISCHBEIN*Z Para analizar los resultados
obtenidos en las actividades realizadas, GRANDE*®* empled como marco
tedrico la visualizacién en la educacién de calculo y las interrelaciones
con la intuicién y rigor, planteados por TALL**. Con respecto a la meto-
dologia, es cualitativa, y esta basada en los fundamentos planteados
por CRESWELL*, quien afirma que una investigacion cualitativa puede
interpretarse como una herramienta para explorar y comprender los
significados que tiene una persona o un grupo de personas sobre un
problema de naturaleza humana o social.

El estudio realizado por GRANDE*® tiene como objetivo hacer un es-
tudio didactico epistemologico del Teorema Fundamental del Calcu-
lo -TFC-, mostrando una actividad desarrollada en clase que permita
emerger la relacion entre las operaciones de integraciéon y de deriva-
cién, ademas, bajo qué condiciones se establece esta relacién, lo cual

41 HENRI POINCARE. El valor de la ciencia, Espafia, KRk Ediciones, 2008.

42  EFRAIM FISCHBEIN. “Intuitions and schemata in mathematical reasoning”, en Educational
Studies in Mathematics, vol. 38, 1999, pp. 11 a 50, disponible en [https://link.springer.
com/article/10.1023/A:1003488222875].

43 GRANDE. “Um estudo epistemoldgico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.

44 DavID TALL. “The psychology of advanced mathematical thinking”, en Advanced Mathe-
matical Thinking, Boston, Kluwer Academic Publishers, 2002, disponible en [https://
link.springer.com/chapter/10.1007%2F0-306-47203-1_1].

45 JoHN W. CRESWELL. “Mapping the developing landscape of mixed methods research”, en
ABBAS TASHAKKORI y CHARLES TEDDLIE (eds.). Sage handbook of mixed methods in social
& behavioral research, Los Angeles, California, SAGE Publicaciones 2010.

46 GRANDE. “Um estudo epistemoldgico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.
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es la esencia del teorema. Para ello, se realizé un cuestionario piloto
con 14 estudiantes, de la Facultad Publica de Tecnologia en el estado
de Sao Paulo, en el cual analiza los conocimientos que poseen los es-
tudiantes al abordar tépicos como acumulacidén, funciones, razén de
cambio, relaciones entre la funcién y su primitiva, los cuales influyen
en el aprendizaje del TFc. Luego, se realiza una actividad con otros es-
tudiantes de la misma institucion desarrollada con el GeoGebra.

Con respecto a los resultados obtenidos, el cuestionario piloto evi-
dencié en un principio que los estudiantes tuvieron dificultades al in-
terpretar la funcién representada por F (x) = [_La”x f (t) dt, pues no
realizaron la interpretacion de la integral, la acumulacién, que es una
herramienta para calcular areas; también, se evidenci6 que la derivada
no era interpretada como una razén de cambio, sino como la pendiente
a una curva; por ultimo, se observé que la nocién de funcién y continui-
dad no estaban muy desarrollados.

En el segundo cuestionario se realizaron dos tareas en el aula, las
cuales permitieron relacionar conceptos tratados antes por los estu-
diantes con el Teorema Fundamental del Calculo —TFc—, como la no-
cion de funcidn, continuidad, variaciéon y acumulacioén, la continuidad
de una funcién result6 ser una condicidn necesaria para aplicar el TFc,
esto se evidencio en la primera tarea al calcular el volumen del sélido
planteado. Ademas, la idea de acumulacién estuvo presente en las dos
tareas, al igual que la nocidn de variacion entre dos cantidades.

Para el investigador abordar el TFc usando la nocién de acumula-
cion, produjo una mejora significativa en la comprension del concepto
de integral, ademas permitio el logro de la estructura de los procesos
de derivacion e integracion. Motivo por el cual GRANDE* afirma que el
uso del GeoGebra facilita el aprendizaje e interpretaciéon de las nocio-
nes de acumulacién y variacién de una funcién, pues estos son con-
ceptos dinamicos, siendo una herramienta que permite interpretar y
observar patrones de ciertas cantidades, como la seccién del sélido, la
acumulacién al calcular las integrales, entre otras, las cuales les permi-
ten desarrollar las nociones mencionadas.

47 GRANDE. “Um estudo epistemoldgico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.
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Por otro parte, la investigacion desarrollada por PICONE* muestra los
registros de representacion semiética que son empleados por los profe-
sores de diversas instituciones publicas y privadas en Sdo Paulo, Brasil.
De los docentes que participan en la investigacién, un profesor es PhD,
cinco profesores tienen el grado de Doctor y sélo dos presentan el gra-
do de Magister; los grados mencionados son en: matematicas, educacion
matematica, fisica y educacion. Ademas, se evidencia que tienen amplia
experiencia de mas de diez afios en el dictado del calculo, a excepcion de
uno, que sélo cuenta con dos afos de experiencia, lo cual hace impor-
tante su opinion en temas relacionados a la ensefianza y aprendizaje del
calculo, en particular del Teorema Fundamental del Calculo.

La metodologia empleada por la investigadora no esta explicita en la
investigacidn, pero tiene caracteristicas similares a investigaciones de
tipo estudio de caso, el cual es un enfoque cualitativo. Esta metodolo-
gia consiste en realizar cuestionarios y entrevistas, las que permitieron
responder a las preguntas planteadas, los cuestionarios se desarrollan
en tres etapas:

En la primera, se realizan ocho preguntas que tienen la finalidad de
identificar el perfil profesional de los profesores, la experiencia que
tienen en el cilculo, ademdas de conocer como abordan el TFC en su
practica en el aula, si lo hacen de manera grafica, en forma algebraica o
si plantean ambos; ademas, del uso de algin libro guia para desarrollar
sus clases o si recomiendan libros de consulta para los estudiantes.

En la segunda, se realizaron nueve preguntas con la finalidad de co-
nocer el significado que tienen los profesores sobre el Teorema Funda-
mental del Calculo, es decir, muestran la conexion entre las derivadas
y las integrales, y de su uso como herramienta de calculo de integrales
definidas; asi como conocer la opinidn y las respuestas que tienen ante
algunas situaciones planteadas en investigaciones realizadas en Edu-
cacion Matematica, en los cuales se emplea la nocién de acumulacién y
variacidn; por ultimo, se realizan entrevistas con los profesores con la
finalidad de afinar algunos detalles de la segunda etapa, por ejemplo,
analizar a mayor detalle las respuestas en algunas preguntas. Se deter-
mina que en las dos primeras etapas se busca verificar si los profesores

48 PICONE. “Os registros de representacdo semidtica mobilizados por professores no ensino
do teorema fundamental do calculo”, cit.
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en realidad transitan entre dos o mas registros de representacion, o
s6lo realizan tratamientos en un sélo registro.

En la tercera etapa, se desarrollan las entrevistas, las cuales mostra-
ron que los profesores estan de acuerdo en que el transitar en diversos
registros, como el grafico, algebraico y verbal, es importante para abor-
dar el Teorema Fundamental del Calculo; asi como también estan de
acuerdo con que las nociones de acumulacién y variaciéon son buenas
alternativas para mejorar la comprension del TFc, pero no todos los po-
nen en practica, lo que se evidencia cuando el investigador afirma que
sélo tres profesores movilizan los registros mencionados en su practi-
ca. Otro resultado de las entrevistas es que los profesores dan algunas
sugerencias para mejorar el desarrollo del TFc, entre las que se desta-
ca: realizar la interpretacion geométrica del mismo, usar funciones que
sean discontinuas para generar conflicto en los estudiantes, plantear
evaluaciones o ejemplos en las cuales las funciones no posean antideri-
vadas con la finalidad de lograr que los estudiantes evidencien la cone-
xioén que establece el TFC entre los procesos de integracion y derivacion.

De la misma manera, la investigacion realizada por ANACLETO* con-
siste en analizar los conocimientos que retienen los estudiantes que
han asistido a las asignaturas de Calculo Diferencial e Integral —cDI- en
matematicas sobre el Teorema Fundamental del Calculo, teniendo en
cuenta su importancia y su relaciéon con los conceptos de derivacién e
integracion. En un principio, el estudio muestra que los conocimien-
tos que retienen los estudiantes de Ciencias de la Computacién en una
universidad particular de Sdo Paulo sobre el TFC esta incompleto dado
que no articulan las nociones de derivadas, integrales y continuidad,
y esto es consecuencia de que s6lo memorizaron los procedimientos
y algoritmos de aplicacién, mas no hubo una reflexion de los aspectos
conceptuales del TFC; esto se evidencié en la prueba a la que fueron
sometidos, la cual es denominada por la investigadora “prueba piloto”.
Por esa razon, la investigadora cambio6 a los sujetos de estudio por es-
tudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la misma universidad,
debido a que por su formacién recibieron mayor cantidad de horas de
clase en relacién con el TFc.

49 ANACLETO. “Uma investigacdo sobre a aprendizagem do teorema fundamental do calculo”,
cit.
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El estudio realizado por la investigadora tuvo como objetivo anali-
zar el conocimiento que moviliza a los estudiantes que asistieron a la
disciplina cp1, asi como evidenciar la interrelaciéon entre la derivacion
y la integracion, y en qué nivel se da esta. Para ello, la investigadora
intenta aumentar el conocimiento de los estudiantes y verificar si los
estudiantes logran identificar los siguientes puntos:

Primero, la derivada de la integral es el integrando; segundo, la in-
tegral indefinida de la derivada de una funcién es la funcion original;
tercero, la integral definida de una funcion resulta ser la diferencia en-
tre el valor de una funcidn primitiva evaluada en el limite superior y el
limite inferior de la integracién; por dltimo, los procesos de diferen-
ciacion e integracion son inversos entre si. Asi como observar como
los estudiantes manipulan los conceptos relacionados con el Teorema
Fundamental del Calculo, como la continuidad y la integrabilidad.

Al mismo tiempo, el marco tedrico de la investigacion es la dialéc-
tica herramienta-objeto y juego de cuadros de DouaDY®’. Para la auto-
ra estos componentes tedricos son herramientas poderosas debido a
que ofrecen una lectura de la evolucion de las nociones matematicas y
permiten el analisis del aprendizaje matematico. El juego de cuadros
consiste en analizar un objeto matematico y las relaciones de este con
sus diversas formulaciones, es por ello que el término cuadro puede
referirse a un cuadro algebraico, aritmético, geométrico, entre otros.

Con respecto a la metodologia, ésta es cualitativa. La investigadora
no muestra la metodologia de manera explicita, pero lo que se debe
resaltar es que al realizar su primer cuestionario y notar que los estu-
diantes evaluados no cumplen sus expectativas, ésta los cambia; esto
es una caracteristica de la metodologia de investigacién-accidn. Otra
caracteristica que sobresale, es que al elaborar el cuestionario con los
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas, la investigadora espera
que estos logren evidenciar algunos puntos que se detallan como ob-
jetivo; es una caracteristica de la Ingenieria Didactica al contrastar la
fase a priori con la a posteriori. Por tal motivo, la metodologia emplea-
da tiene aspectos de investigacion accion y de ingenieria didactica.

50 REGINE Douapy. “Un processus d’apprentissage du concept d’aire de surface plane”, en
Publications de l'Institut de recherche mathématiques de Rennes, fascicule 5 “ Didactique
des mathématiques”, 1987, pp. 1 a 50, disponible en [http://www.numdam.org/article/
PSMIR_1987-1988__5_A3_0.pdf].
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En un primer momento, la investigadora desarrolla un cuestionario
piloto con tres parejas de estudiantes de la carrera de Ciencias de la
Computacién, con preguntas que requieren conocimientos relaciona-
dos con: integral definida e integral impropia, derivada de una funcidn,
funcién continua, funcién primitiva y el Teorema Fundamental del
Calculo; con el cual se logra mostrar que los estudiantes no articulan
las nociones de derivadas, integrales y continuidad, esto se debe a que
s6lo memorizaron técnicas de solucién, mas no hubo una reflexién de
los aspectos conceptuales del TFc; lo cual se puede deber a que no ha-
bian recibido el contenido de la disciplina de calculo para la TFc a la
profundidad requerida por la investigacion.

Luego, el cuestionario final estaba compuesto por ocho preguntas y
se realiz6 con 13 parejas de estudiantes en las horas de clase regulares
en dos periodos de 45 minutos, con un intervalo de aproximadamente
diez minutos; esto muestra que los estudiantes pueden calcular la in-
tegral definida de funciones polinémicas sin problemas y que ésta es
interpretada como el area. En la segunda pregunta se evidencia que
tienen algunos problemas para calcular la integral definida cuando la
funcién es discontinua en un punto, es decir, no manejan bien las con-
diciones para aplicar la integral; en las preguntas 3 y 4 se evidencia que
los estudiantes obtienen la integral definida, en la cual el limite supe-
rior es variable, de manera geométrica, se espera que realicen calculos
como en la primera pregunta. En la pregunta 5 tienen problemas al cal-
cular la integral definida de una funcién con dominio partido; luego en
la pregunta 6 los estudiantes tienen problemas con identificar el gra-
fico de la antiderivada a partir del grafico de la funcién; en la pregunta
7 es el tipico problema de derivar a la integral aplicando el TFc, en esta
parte se evidencia que hay estudiantes que realizan la integral y luego
derivan el resultado, demostrando que algunos no aplican el TFc; por
ultimo, en la pregunta 8 se pide a los estudiantes que planteen la im-
portancia del TFC y que muestren un ejemplo donde se puede aplicar
el mismo, es una pregunta abierta en la cual los estudiantes responden
que la importancia radica en la relacidn que se establece con la deriva-
day la integral.
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Por otra parte, el trabajo de ScUCUGLIA®* muestra que realizar acti-
vidades utilizando herramientas tecnolégicas, como software y calcu-
ladoras gréficas, permiten al estudiante coordinar representaciones de
una funcién en registros como el grafico, el algebraico y el tabular, lo
cual resulta de gran ayuda, en la elaboracién de conjeturas, que permi-
tiran probar el TFC usando un lenguaje no tan formal como el matema-
tico, pero sin quitarle légica a la prueba de la tesis de dicho teorema.

Para responder a la pregunta: ;como investigan los estudiantes con
calculadoras graficas el Teorema Fundamental del Calculo? El inves-
tigador realiza una secuencia de actividades con la calculadora y con
lapiz y papel, las cuales le permitiran obtener datos que seran anali-
zados con el marco tedrico y metodolégico: la concepcion epistemolo-
gica seres-humanos-con-medios, planteada por BORBA y VILLARREAL®?,
la cual resalta el papel de los medios en el proceso de produccion de
conocimiento matematico.

Es por esto que la calculadora grafica que se utiliza en las activida-
des es la Texas TI-83 y tiene la finalidad de condicionar el aprendizaje
en los estudiantes, dos parejas que cursan el primer afio de graduacién
en matematica de la Universidad Estatal Paulista ~-UNESP-. Estas calcu-
ladoras permiten formar conjeturas de algunos procesos envueltos en
la integracion, como por ejemplo, primero, el drea exacta bajo la curva
que se da cuando la suma de Riemann se realiza con infinitos rectan-
gulos; segundo, la siguiente suma X_i"n =, f (x) A x es negativa cuando
la imagen de la funcién es negativa; tercero, la integral definida que es
el limite de 1a suma de Riemann con lo cual relacionan la integral con el
area bajo la curva; cuarto, la integral definida que coincide con el area
bajo la curva sélo cuando el integrando es una funcion positiva; por ul-
timo, relacionan la integral definida con la antiderivada, identificando
patrones que se muestran en el desarrollo de la cuarta actividad, los
cuales les ayudaran a realizar formulaciones y pruebas sobre el TFcC
para el caso de una funcién positiva usando un lenguaje coloquial.

51 ScucuGLIA. “A investigacdo do teorema fundamental do calculo com calculadoras grafi-
cas”, cit.

52 MARCELO C. BORBA y MONIcA E. VILLARREAL. Humans-with-media and the reorganization
of mathematical thinking: Information and communication technologies, modeling, visual-
ization, and experimentation, Nueva York, Springer, 2005.
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Por consiguiente, el investigador elaboré y aplicé cinco actividades
con la calculadora, éstas siguen una secuencia ldgica, la cual consiste
en partir de lo visual e intuitivo para, luego, ir formalizandolo poco a
poco. En la primera actividad, se plantea obtener el area bajo la cur-
va para funciones positivas empleando sumas inferiores y superiores,
esta actividad se realiza con la ayuda del comando AREA4, el cual permite
plantear la siguiente conjetura: al aumentar el tamafio de la particidn,
el error en el calculo del drea disminuye, ademas, el drea exacta se dara
cuando el tamafio de la particién sea infinito. La segunda actividad se
realiza con el comando AREA y SUMA, la diferencia entre estos coman-
dos es que en el comando suMA se puede obtener la suma de infinitos
rectangulos y con ello validar la conjetura que tienen los estudiantes.
En la tercera actividad, se utiliza el comando [ f(x) dx, el cual permite
obtener la integral definida [_a”b f(x) dx, el valor obtenido, mediante
este comando, se puede comparar con resultado obtenido con el co-
mando SUMA, lo cual permite a los estudiantes establecer la relacién
entre las sumas de Riemann y la integral definida, esto es: [[_a”b f(x)
resultado se plantea la pregunta de cémo encontrar el area entre dos
curvas, la cual es resuelta por los estudiante. La cuarta actividad con-
siste en obtener distintos resultados para la integridad definida, usan-
do el comando [ f (x) dx haciendo variar el limite superior.

Estos resultados permiten a los estudiantes realizar la conexién en-
tre la integral definida de una funcién con su antiderivada, esto es F’
J_a™x (x) = f (¢t) dt. Por ultimo, la quinta actividad consiste en calcular
la integral definida [_a”b f (x) dx, empleando el comando [ (x) dx, el
objetivo de esta actividad es que los estudiantes puedan deducir la ex-
presion [_a”b f (x) dx = F (b) - F (a), para lo cual ellos completaron la
Tabla 2.
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Tabla 2
Quinta actividad

Ecuaciéon | Intervalo I P flxddx
[t}

iy = 2x [1; 2] 3
2 3] 5
[1;3] 8
[a, b] b2-a?

Fuente: SCUCUGLIA. “A investigacdo do teorema fundamental do célculo com calculadoras gra-
ficas”, cit.

A partir de la exposicion de la Tabla 2, los estudiantes elaboran la si-
guiente conjetura: para calcular la integral definida de una funcién sélo
hay que evaluar la antiderivada del integrando en los limites superior e
inferior y restarlos, ademas el investigador realiz6 los cuadros con dos
funciones mas: y = 3x? e y = 4x3. Con estos resultados y con el fin de
establecer el resultado a mas funciones se realiza una tltima actividad
a lapiz y papel en la cual los estudiantes logran probar el TFc para fun-
ciones contintas y positivas.

ScucuGLIA®® ademas sefiala que el uso de la calculadora y su caracter
multirregistro determiné la formacién de conjeturas que permitieron
realizar la prueba del teorema, ademas las multiples representaciones
que ofrece la calculadora posibilitan que hacer matematica se vuelva
un proceso experimental, lo que contribuye a la formacién del aprendi-
zaje como lo plantea la teoria seres humanos con medios.

De igual manera, la investigacion realizada por GORDILLO y PINO-
FAN>* es un estudio de tipo documental del objeto matematico antide-

53 ScucuGLIA. “A investigacdo do teorema fundamental do calculo com calculadoras grafi-
cas”, cit.

54 WILSON GORDILLO y Luis R. PINO-FAN. “Una propuesta de reconstruccion del significado
holistico de la antiderivada”, en Boletim de Educagdo Matemadtica, vol. 30, n.° 55, 2016,
pp- 535 a 558, disponible en [https://www.scielo.br/pdf/bolema/v30n55/1980-4415-
bolema-30-55-0535.pdf].
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rivada. La investigacion tiene como objetivo presentar una propuesta
de reconstruccion del significado holistico de referencia para la antide-
rivada cuya finalidad era determinar su origen. La investigacion mues-
tra que la antiderivada resulta ser un intermediario entre las derivadas
y las integrales, lo que suele conocerse como el TEC.

Los investigadores utilizan la nocién de configuraciéon epistémica,
que es una herramienta del Enfoque Ontosemiético —E0S—, que les per-
mite analizar cuatro situaciones problematicas elaboradas teniendo en
cuenta las historias que son denominadas en el EOS como configuracio-
nes epistémicas, en las que se evidencia como la antiderivada emerge y
se formaliza como objeto matematico. Los investigadores sefialan que
las situaciones mencionadas conforman el significado holistico del ob-
jeto y estas son: primero, el problema geométrico de las tangentes y
cuadraturas, es en esta etapa donde BARROW logra unir dos conceptos
separados utilizando construcciones geométricas, técnicas que fueron
heredadas de los griegos. Segundo, el problema de las fluxiones y las
fluentes, en esta etapa IsAaAc NEWTON®® resolvié problemas de cinema-
tica los cuales consistian en calcular la velocidad del movimiento en un
tiempo cualquiera, dada la longitud del espacio descrito, y viceversa;
tercero, el problema de la relacién diferenciales-sumatorias, en esta
etapa GOTTFRIED LEIBNIZ®® afirmaba que el proceso de integracion
consistia en el proceso de sumar y es inverso al proceso de diferencia-
cion; por ultimo, el problema de la identificacion de funciones elemen-
tales, en esta etapa LEONHARD EULER® establece la diferencia entre la
integral definida e indefinida, él introduce la constante de integracion
con la cual determina la integral completa, conocida en la actualidad
como antiderivada general.

Por consiguiente, es importante para GORDILLO y PINO-FAN®® reali-
zar la reconstruccién de los significados parciales de un objeto mate-
matico porque permiten mostrar la evolucién del Teorema Fundamen-
tal del Calculo a través de la historia, lo cual deberia ser tomado en
cuenta como referencia en los curriculos de matematicas, ademas es-

55 Woolsthorpe Manor, Reino Unido, 4 de enero de 1643 - Kensington, 31 de marzo de 1727.

56 Leipzig, Alemania, 1.° de julio de 1646 - Hannover, 14 de noviembre de 1716.

57 Basilea, Suiza, 5 de abril de 1707 - San Petersburgo, Rusia, 18 de septiembre de 1783.

58 GORDILLO y PINO-FAN. “Una propuesta de reconstruccion del significado holistico de la
antiderivada”, cit.
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tos significados pueden ayudar a identificar las dificultades del objeto
matematico las que son de utilidad al momento de disefar actividades
que se realizaran en clase.

Por otro lado, la investigacion de ROBLES, TELLECHEA y FONT>® mues-
tra que las representaciones dindmicas favorecen la articulacién del
lenguaje numérico con el grafico, con el analitico y con el Teorema Fun-
damental del Calculo pues permite la visualizacién de la relacién de la
funcién con su integral, ademas los investigadores mencionan que el
TFC representa un elemento clave porque articula objetos matematicos
del calculo como el limite, funciones, la derivada y la integral; sin em-
bargo, su ensefianza toma una perspectiva analitica que deja de lado la
experiencia intuitiva del estudiante.

La investigacion tiene como objetivo disefiar una secuencia didacti-
ca de tareas para la ensefianza del Teorema Fundamental del Calculo
que considere la complejidad de los objetos matematicos del calculo
y el rol de este teorema en la articulaciéon de estos objetos, por lo que
presentan una propuesta de la secuencia didactica de tareas en donde
se resalta: la conceptualizacion de la integral por encima de la mecani-
zacidn; las perspectivas graficas y geométricas para dar significacion a
los procesos de derivacidon e integracion, es decir, promueve el proceso
de visualizacion mediante el uso de los recursos visuales a través del
software Descartes.

De esta manera, el marco teérico utilizado por los investigadores
es el Enfoque Ontosemidtico —E0s—- el cual les permite disefiar una se-
cuencia de tareas que consiste en la aplicacién de applets, empleando
los cinco criterios de idoneidad:

e La epistémica, porque las actividades promovieron en los estudian-
tes la construccién del significado en torno al proceso aproximativo
del darea bajo una curvay el descubrimiento de la relacién que exis-
te entre la funcién estudiada y su funcion integral.

e La cognitiva, porque cuando el estudiante parte de la nocioén basica
de funcién constante por intervalos, se acerca a la idea de varia-
ciéon acumulada, después infiere sobre la existencia de una funciéon

59 ROBLES ARREDONDO, TELLECHEA ARMENTA y FONT MOLL. “Una propuesta de acercamiento
alternativo al teorema fundamental del calculo’, cit.
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que describe la variacion de esta acumulacién, ademas los alumnos
grafican y conjeturan sobre la relacion entre la curva obtenida y la
funcién estudiada e interaccionan porque la redacciéon del material
impreso y las applets de trabajo muestran brevedad de texto, senci-
llez de lenguaje y modulacién de los apartados.

La mediacional, porque se adecdan los recursos materiales y tem-
porales para todos los alumnos, es decir, a todos los estudiantes
se les asigna la manipulacién de un applet en un determinado mo-
mento y los demas observan en una pantalla las interacciones con
los applets y hacen los apuntes que consideren necesarios.

La emocional, porque los alumnos se encuentran motivados y entu-
siasmados por su participacién con los materiales de trabajo, ade-
mas que se muestra integracion entre los estudiantes rezagados y
los aventajados.

La ecoldgica, por la correspondencia a las expectativas curricula-
res y porque se espera que los significados construidos con esta
secuencia didactica de tareas propuestas faciliten el tratamiento
formal posterior del TFc.

Con respecto a la metodologia que guia la investigacidn, los autores no
la muestran de manera explicita, pero se caracteriza por tener simili-
tudes con la Ingenieria Didactica. Por ejemplo, la manera de contras-
tar los datos, lo que se esperaba que realicen los estudiantes (a priori)
con lo realizado por ellos (a posteriori). Ademas, la secuencia de tareas
propuesta por estos autores esta estructurada en cinco actividades en
donde las tres primeras seran trabajadas por los estudiantes y los dos
restantes por el profesor:

Actividad 1. Se les presenta a los educandos la grafica de tres funcio-
nes constantes en un intervalo para que construyan su respectiva
funcién integral y observen que estas son lineales y que su repre-
sentacion grafica tiene una pendiente que queda determinada por
dicha constante, primero el estudiante debe trabajar con lapiz y pa-
pel y luego los applets Descartes para evaluar las conjeturas a priori.
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e Actividad 2. Se trabaja de manera semejante, pero con un par de
funciones escalonadas sencillas, aqui se espera la construccion
grafica que sugiera al estudiante la existencia de un vinculo entre
la discontinuidad de la funcién y la no derivabilidad de la funcion
integral.

e Actividad 3. Se espera llegar a la conclusién de que la integral de
una funcién lineal es una parabola cuya concavidad depende del
signo de la pendiente de la funcién y cuyo vértice queda determina-
do por la interseccién de la funcién con el eje de las abscisas.

e Actividad 4. Se constituye la visualizacion del Teorema Fundamental
del Calculo y se sugiere su institucionalizacién.

e Actividad 5. Se constata de manera visual que la derivada de la in-
tegral es la funcidon original lo que constituye la expresion del TEcC.

Por dltimo, los investigadores manifiestan que las representaciones di-
namicas favorecen la mejor articulacion del lenguaje numérico, con el
grafico y con el analitico sobre todo en relacion con el TFc donde se ge-
nera evidencia visual de la relacién de la funcién y su integral. Ademas,
los autores expresan que, aunque los criterios de idoneidad del Eos se
utilizaron a priori en el disefio de la secuencia didactica de tareas pre-
sentada, también es necesario realizar diversas implementaciones y
utilizar los mismos criterios de idoneidad a posteriori para que se pue-
da evaluar la calidad del proceso de instruccién y tener elementos para
el redisefio si fuese necesario, para asi mejorar la secuencia didactica
de tareas presentadas.

Otra investigacidon que sirve como referente teérico y metodolégico
para esta investigacion es El proceso de visualizacién durante el apren-
dizaje de las nociones de valores mdximos y minimos locales de funciones
de dos variables en alumnos de ingenieria realizada por la investigadora
ViGo INGAR®’. Esta investigacion se enmarca en la Teoria de los Regis-
tros de Representacion Semidtica de DUVAL, de manera particular en
las aprehensiones perceptiva, discursiva, operatoria y secuencial de un

60 VIGo INGAR. “A visualizacdo na aprendizagem dos valores maximos e minimos locais da
funcdo de duas variaveis reais”, cit.
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grafico representado en cAs Mathematica y en la articulacion entre el
registro grafico y el algebraico. También se fundamenta en la Teoria
de las Situaciones Didacticas de BROUSSEAU, pues se inicié con la pro-
puesta de situaciones que tiene como escenario la posicion del pro-
fesor investigador al frente de un grupo de estudiantes, en un milieu
constituido por un laboratorio de computacién, preguntas y devolucio-
nes. Con respecto a la metodologia, se emplea la Ingenieria Didactica
de ARTIGUE.

Lo relevante de este trabajo no sélo es el uso de la Teoria de Re-
gistros de Representacion Semidtica sino el tratamiento en el registro
grafico de funciones reales de varias variables asi como las conversio-
nes entre las representaciones en el registro algebraico y grafico cas,
centrando su estudio en las aprehensiones en el registro grafico y en
el uso de la tecnologia, en este caso cAs Mathematica como medio para
el aprendizaje de los valores maximos y minimos en varias variables.

Hasta aqui se han presentado seis investigaciones donde se eviden-
cia la evolucién del Teorema Fundamental del Calculo a lo largo de la
historia y el proceso de formacién que ha tenido hasta hoy, conside-
rado como un objeto matematico de estudio, los trabajos histérico-
epistemolégicos de GORDILLO y PINO-FAN®! y GRANDE®?> muestran las
dificultades que han tenido los matematicos al estudiar y lograr forma-
lizar el TFc, lo cual supone que esta misma dificultad se encuentra en
los estudiantes, motivo por el cual SCUCUGLIA®, PICONE®* y ANACLETO®
afirman que estas dificultades presentes en el TFC hacen que los estu-
diantes fracasen y reprueben los cursos donde se desarrolla en el TFc.

Asi mismo, las investigaciones muestran que las dificultades que
presentan los estudiantes al abordar el TFC son diversas. En primer

61 GORDILLO y PINO-FAN. “Una propuesta de reconstruccion del significado holistico de la
antiderivada”, cit.

62 GRANDE. “Um estudo epistemolégico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.

63  SCUCUGLIA. “A investigacdo do teorema fundamental do calculo com calculadoras grafi-
cas”, cit.

64 PICONE. “Os registros de representacido semiotica mobilizados por professores no ensino
do teorema fundamental do calculo”, cit.

65 ANACLETO. “Uma investigacdo sobre a aprendizagem do teorema fundamental do calculo”,
cit.
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lugar, GRANDE®® y PICONE®’ afirman que no tener conceptos sélidos de
funcién, evita que los estudiantes interpreten la siguiente expresion
F (x) =[_0”x f(t) dt y peor ain que estos realicen ciertas operaciones
relacionadas con tal expresidn, por ello en las operaciones se manifies-
tan muchos calculos repetitivos lo cual es consecuencia de la constante
algebrizacién.

En segundo lugar, PICONE®® afirma que cuando los profesores no
muestran la relacién que hay entre las derivadas y las integrales me-
diante el Teorema Fundamental del Calculo, los estudiantes no logran
entender ciertas conclusiones que brinda la tesis del teorema, lo cual
se manifiesta al calcular la derivada de la funcién F (x) = [_L0"x f (t) dt,
los estudiantes realizan la integral para luego derivar, por lo tanto el
investigador recomienda usar funciones que carezcan de primitiva.

Tercero, no abordar el Teorema Fundamental del Calculo de manera
geomeétrica genera en los estudiantes la creencia de que la integral sélo
sirve para calcular areas, lo cual ocasiona que se pierda una oportuni-
dad de generar en los estudiantes nuevos conocimientos referentes a
la integral y las derivadas.

En cuarto lugar, en la investigacion realizada por GRANDE® se re-
salta que la interpretacidon que tienen los estudiantes de la derivada
s6lo como la pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién
en un determinado punto, no permite disefiar situaciones contextua-
lizadas, pues para éstas se necesita que los estudiantes interpreten la
derivada como una raz6n de cambio. Asi mismo, el investigador sefiala
que plantear actividades usando el concepto de acumulacién genera
que los estudiantes relacionen la derivada con la integral en situacio-
nes contextualizadas, ademas de mostrar que la continuidad no es una
condicién necesaria para aplicar el Teorema Fundamental del Calculo.
En la Figura 6 se presentan las dificultades en la ensefianza-aprendiza-
je del Teorema Fundamental del Calculo.

66 GRANDE. “Um estudo epistemolégico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.

67 PICONE. “Os registros de representacido semiotica mobilizados por professores no ensino
do teorema fundamental do calculo”, cit.

68 Idem.
69 GRANDE. “Um estudo epistemolégico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.
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Figura 6
Dificultades presentes en el aprendizaje y la ensefianza del TFc
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Debido a las dificultades mencionadas antes, los investigadores reco-
miendan que para superar estas dificultades se deben emplear herra-
mientas tecnoldgicas como las calculadoras propuestas en SCUCUGLIA”®
y software propuestas en ROBLES et al.”* y buscar otras interpretaciones
a la integral definida como la acumulacién que plantea GRANDE’?; estos
son medios que permitirdn a los estudiantes interpretar graficamente
el TFC, construir conjeturas para mejorar la comprension de los aspec-
tos conceptuales del TFc, ademas de ayudar a la articulacién con otros
temas de calculo como la derivada, la integral, los limites y las funciones.

70 SCUCUGLIA. “A investigacdo do teorema fundamental do calculo com calculadoras grafi-
cas”, cit.

71 ROBLES ARREDONDO, TELLECHEA ARMENTA y FONT MOLL. “Una propuesta de acercamiento
alternativo al teorema fundamental del calculo’, cit.

72  GRANDE. “Um estudo epistemolodgico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino”, cit.
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CAPITULO TERCERO
EPISTEMOLOGIA DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Una de las etapas del analisis preliminar del marco metodologico, la
Ingenieria Didactica de ARTIGUE et al.’?, corresponde al estudio de
los aspectos epistemolodgicos, la cual atafie a la manera en la que el
Teorema Fundamental del Calculo ha evolucionado a lo largo de la his-
toria como objeto matematico de estudio, es decir, los cambios que ha
tenido este conocimiento hasta ser presentado en la actualidad.

En el presente estudio se estableceran algunos aspectos del desa-
rrollo del calculo, sobre todo los relacionados al Teorema Fundamental
del Calculo, el cual establece la relacion entre los procesos de deriva-
cion e integracion como inversos entre si, por tal motivo ocupa una po-
sicién destacada en el calculo, la investigacion realizada por GRANDE".
Esta relacion fue planteada por NEWTON y LEIBNIZ de manera inde-
pendiente, los considerados inventores de calculo pues establecieron
la relacion entre las integrales y las derivadas, asi como reglas y anota-
ciones que permitieron darle bases sélidas a este nuevo conocimiento.

I. APORTES HISTORICOS

La relacion entre los procesos de derivacion e integracion establece
que, desde el punto de vista geométrico, la derivada esta ligada al pro-
blema de encontrar la pendiente de la recta tangente a una curva en un
punto dado, en cambio la integral esta relacionada al problema de en-

73  ARTIGUE, FERNANDEZ y DOUADY. Ingenieria diddctica en educacién matemdtica. Un esque-
ma para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las matemadti-

cas, cit.
74 GRANDE. “Um estudo epistemolégico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.
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contrar el area bajo la curva. “El desarrollo histérico del calculo mues-
tra que éste siguié un orden contrario a lo abordado en las lecciones
y en los libros de calculo usados hoy en dia””>. La historia evidencia
que los inicios de la integracién se manifestaron al realizar procesos
de suma, los cuales estaban relacionados con el calculo de areas y vo-
limenes; en cambio, la nocién de diferenciacion fue desarrollada siglos
después al abordar los problemas de las tangentes a una curva y los
valores maximos y minimos que éstas alcanzan. Afios mas adelante, se
mostré que los procesos de integracion y diferenciacion estaban rela-
cionados entre si, siendo uno el inverso del otro.

Seguin CAMPOS’S, la relacion entre las integrales y las derivadas no
s6lo fue desarrollada por NEWTON y LEIBNIZ, sino que hubo matema-
ticos que ya la habian explorado, entre los que destacan EVANGELISTA
TORRICELLI”’, ISAAC BARROW’® y DAVID GREGORY’?, quienes no alcanza-
ron la notoriedad de NEWTON y LEIBNIZ debido a que solo mantuvieron
un tratamiento geométrico y no llegaron a formular una notacion es-
pecifica, como los matematicos ya mencionados que lograron formular
nuevas nociones y reglas que les permitieron establecer tratamientos
analiticos para las nociones y reglas desarrolladas.

Hablar del origen del Teorema Fundamental del Calculo es hablar
del origen del calculo diferencial e integral, la cual se da en el siglo
XvII; aun cuando los inicios de las nociones del calculo se dan en la
antigua Grecia, cuando se abordan los problemas de las cuadraturas y
cubaturas en donde sobresalen matematicos como EuD0x0 DE CNIDO®°
y ARQUIMEDES®. El problema de las cuadraturas esta relacionado con
las integrales, que consistia en calcular el area de figuras planas rela-
cionandolas con el area de un cuadrado, el cual es considerado una
figura con un area facil de calcular; mientras que el problema de las
cubaturas consistia en obtener el volumen de ciertos sélidos.

75 HowaARD EVES cit. en CAMPOS. “A abordagem do teorema fundamental do calculo em li-
vros didaticos e os registros de representacdo semidtica’, cit., p. 35.

76 CAMPOS. “A abordagem do teorema fundamental do calculo em livros didaticos e os regis-
tros de representagio semiética’, cit.

77 Roma, Italia, 5 de octubre de 1608 - Florencia, 25 de octubre de 1647.

78 Londres, Reino de Inglaterra, octubre de 1630 - 4 de mayo de 1677.

79 Aberdeen, Reino de Escocia, 3 de junio de 1659 - Maidenhead, Reino Unido, 10 de octubre
de 1708.

80 Cnido (antigua Grecia), 408 a. C. - Cnido (antigua Grecia), 355 a. C.

81 Siracusa, Sicilia, 287 a. C. - Siracusa, 212 a. C.

60



Katia Vigo Ingar

Entre los matematicos griegos que sobresalieron en el calculo de

cuadraturas se destacan:

HIPOCRATES DE Quios®, segliin CAMPOS® este matematico realizd
las primeras cuadraturas alrededor del afio 440 a. C. cuando calcu-
16 el area de ciertas lunulas (figuras planas limitadas por dos arcos
de circunferencia de radios diferentes), conocidas como las ldnulas
de HIPOCRATES. Segin BOYER®, “el problema de las linulas debid
surgir al abordar el famoso problema de la cuadratura del circulo”

(p-98).

ANTIFON®®, seglin GRANDE®® es un matematico que contribuye al de-
sarrollo de las cuadraturas alrededor del 430 a. C,, al plantear la
idea de que es posible inscribir un poligono regular en un circulo,
ademas, si se duplica el numero de lados de dicho poligono regula
la diferencia de areas entre el circulo y el poligono se vuelve cada
vez menor. ANTIFON planteaba que al seguir este proceso se podria
obtener la cuadratura del circulo debido a que la cuadratura de los
poligonos regulares se conocia, sin embargo, este proceso tenia el
problema que no tenia fin, por lo tanto, éste no terminaria.

Eupoxo¥, segiin BOYER®®, plantea el lema que hoy en dia es cono-
cido como el axioma de Arquimedes, este lema es la base del mé-
todo de exhaucion, el calculo integral griego, debido a que permite
cerrar los procesos de aproximacion planteados en la época para
realizar el calculo de cuadraturas y cubaturas. El método de exhau-
cion permite que el proceso de aproximacién realizado para cal-
cular las cuadraturas curvilineas, como el circulo y la parabola, se
convierta en un proceso completamente riguroso. Esto fue muy im-

82
83

84
85
86

87
88

Chios, Grecia, 470 a. C. - Atenas, Grecia, 410 a. C.

CAaMPOS. “A abordagem do teorema fundamental do calculo em livros didaticos e os regis-
tros de representagio semiética’, cit.

BOYER. Historia de la matemadtica, cit.

Ramnunte, Grecia, 479 a. C. - Atenas, Grecia, 411 a. C.

GRANDE. “Um estudo epistemolégico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.

Cnido, Grecia, 390 a.C.- 337 a. C.

BOYER. Historia de la matemadtica, cit.
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portante para el desarrollo de la matematica en la época, tal es asi
que ARQUIMEDES atribuye a EuDOXO0 la primera demostracion de la
relacion de volimenes.

ARQUIMEDES, nacido en la ciudad de Siracusa y considerado como el
mejor matematico de la antigliedad. Para GRANDE®’, este matema-
tico perfecciona el método del exhaucién, por tal motivo es quien
mas se aproxima al calculo integral de la actualidad. Ademas, se ca-
racteriza por emplear el método mecanico, también conocido como
el método de la palanca, el cual le permitia intuir resultados por
medio del equilibrio de los cuerpos, los que mas adelante serian
demostrados de manera rigurosa utilizando el método de exhau-
cion apoyandose en el método de reduccion al absurdo, dandole
asf la rigidez matematica acostumbrada en la época. En la Figura 7
se representa el método de la palanca empleado por ARQUIMEDES.

Figura 7
Representacion del método de la palanca

K

Fuente: GRANDE. “Um estudo epistemolégico do Teorema Fundamental do Célculo voltado ao
seu ensino’, cit.

89 GRANDE. “Um estudo epistemolégico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
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Entre los calculos realizados por ARQUIMEDES sobresale la cuadra-
tura de la pardbola, que consistia en obtener el area de un segmento
parabdlico. Este resultado se representa en la Figura 8.

Figura 8
Cuadratura del segmento parabdlico

A B

AREA Segmento parabélico = 4 /3 AREA Tridngulo ABC

Es imperativo acotar que tuvo que pasar un largo tiempo para que las
ideas de ARQUIMEDES se desarrollaran, contribuyendo de esta mane-
ra al florecimiento del calculo, el cual se da en los tiempos modernos,
siendo mas exactos en el siglo xv1I con trabajos realizados por NEWTON
y LEIBNIZ. De esta manera, los aportes realizados por algunos matema-
ticos que antecedieron a NEWTON y a LEIBNIZ, fueron los siguientes:

e NIcOLAS ORESME®®

Es uno de los matematicos que se sumé al estudio de los cambios di-
namicos que por esas épocas estaba reemplazando a la matematica ar-
quimediana, la que era en esencia estatica en el sentido que se estaban
estudiando problemas que relacionaban el movimiento de los cuerpos.

90 Fleury-sur-Orne, Francia, 1325 - Lisieux, Francia, 11 de julio de 1382.
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En su trabajo Tractatus de latitudinibus formarum utilizaba un mé-
todo grafico que relacionaba el dlgebra con la geometria, por ello es
considerado uno de los precursores de la geometria analitica. ORESME
obtiene el espacio recorrido por un moévil, que se desplaza con cierta
velocidad incrementandose de manera uniforme durante un determi-
nado intervalo de tiempo, a partir del grafico velocidad (latitud) versus
tiempo (longitud), siendo este el area bajo la curva, lo que hoy en dia
seria obtener el valor de la integral [ 0%a xdx =a”"2/2.

e Bonaventura Cavalieri®*

En su libro Geometria indivisibilibus continuorum nova ouadam ratione
promota aplica la teoria de los indivisibles de manera exitosa para cal-
cular la medida de areas y volumenes. En la obra de este matematico
sobresalen los famosos principios de CAVALIERTI:

1. Si dos porciones planas son tales que toda recta secante a ellas es paralela
a una determinada recta y determina segmentos cuya razon es constante,
entonces la razon de las areas es la misma constante.

2. Sidos solidos son tales que todo plano secante a ellos es paralelo a un plano
y determina secciones cuya razdén es constante, entonces la razén entre los
volimenes de los sélidos es la misma constante?2

Los principios establecidos por este matematico representaron he-
rramientas utiles para el calculo de dreas y volumenes, con los cuales
se pudo extender los calculos realizados por ORESME, quien calculé la
integral [ 0*T tdt = T”~2/2, hasta calcular la integral [ 0"T t"n dt =
T™(n+1)/(n+1). Se debe mencionar que este resultado era conocido
por matematicos como TORRICELLI, FERMAT, BARROW, entre otros, pero
CAVALIERI fue el primero en publicarlo.

Hasta ahora se ha determinado el desarrollo que tuvo el calculo de
cuadraturas y como éste va evolucionando de la mano con otras areas
como la geometria analitica. Sin embargo, ahora se hara referencia a
la evoluciéon de la derivada, objeto matematico presente en el Teore-
ma Fundamental del Calculo. Los primeros problemas relacionados a
las derivadas son aquellos ligados al calculo de las tangentes. En un

91 Milan, Italia, 1598 - Bolonia, Italia, 30 de noviembre de 1647.
92 BOYER. Historia de la matemadtica, cit., p. 11.
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principio, en la época de la Grecia antigua se pensaba que la tangente a
una curva es aquella recta que intercepta a una curva en un solo pun-
to, generalizacidon que se plantea al observar algunas curvas como la
circunferencia y la parabola que satisfacen esta observacion. Entre las
investigaciones realizadas se destacan los trabajos de:

e EucLIDES (cercadel 300 a. C.), quien logra demostrar que toda recta
tangente a una circunferencia es perpendicular a su radio.

e ARQUIMEDES, quien realiza un procedimiento para determinar las
tangentes a la curva conocida como la espiral de Arquimedes.

e APOLONIO, quien plantea métodos para determinar tangentes a pa-
rabolas, elipses e hipérbolas.

Es importante mencionar que en esta época no habia indicios de algu-
narelacion entre los problemas de las cuadraturas y las tangentes. Este
problema estuvo olvidado por muchos afios, recién en el siglo xviI rea-
parecieron de la mano con el desarrollo de la geometria analitica, por
ejemplo, con la representacién de una curva mediante una ecuacidn,
con la introducciéon de simbolos algebraicos como herramienta para
estudiar la geometria de las curvas. Con la geometria analitica se trata-
ba de generalizar el método de encontrar la tangente a una curva, pues
hasta esa época el modo de encontrar la tangente dependia mucho de
la curva en consideracion.

Entre los métodos planteados se destaca el método diferencial de
PIERRE DE FERMAT?, expuesto en 1629, el cual permitia encontrar los
valores maximos y minimos de una funcién, que en la actualidad es

[((f (A+E) - f(A))/E) = 0. Se debe considerar que, al plantear este mé-
todo, FERMAT no se preocupaba de la notacion, pues representaba las
variables con mintsculas y mayusculas, por lo que no habia diferencia,
ademas, el ignoraba que si f' (A) = 0 esto no implicaria que f (A) sea
un maximo o minimo.

93 Beaumont-de-Lomagne, Francia, 1607 - Castres, Francia, 12 de enero de 1665.
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Por otro lado, respecto a las tangentes, FERMAT logr6 determinar las
tangentes a curvas de la forma y = x" as{ como también de un método
para calcular su integral. Este matematico conocia muy bien las reglas
de diferenciacion e integracion para funciones de la forma y = x", tanto
asi que conocia que al derivar la funcién el exponente multiplicaba y
disminuia en uno, y al integrar el exponente dividia aumentado en uno,
pero no encontroé nada significativo en estas relaciones al igual que sus
contemporaneos matematicos como TORRICELLI, GREGORY ¥y BARROW.

II. NOCIONES SOBRE EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

En el libro Curso de Andlise vol. 1 de LiMa, se presenta el Teorema
Fundamental del Calculo en el capitulo x1, denominado “Calculo con
integrales”®*. Este capitulo esta compuesto de cinco secciones, las cua-
les se mostraran en la Tabla 3, ademas tiene una breve introduccién en
donde se explica la relacién que hay entre las derivadas y las integrales
que se denomina Teorema Fundamental del Calculo.

Tabla 3
Contenido del Capitulo 11

1. Teoremas clasicos del calculo integral

2. La integral como limite de sumas de Riemann

Capitulo 11

“Calculo con integrales” 3. Logaritmos y exponenciales

4. Integrales impropias

Ejercicios

Luego, este teorema es presentado al lector, incluyendo el enunciado y
la demostracién. Sin embargo, se aprecian algunas otras partes del tex-
to como el capitulo X, titulado “La integral de Riemann”, con la finalidad
de estudiar las definiciones y conceptos previos a la presentacion del
teorema, esto debido a que las ideas presentadas por el autor estan ba-

94 LIMA. Andlisis Real. Volumen 1, Santiago de Chile, Instituto de Matematica y Ciencias Afi-
nes, cit., pp. 151 a 169.
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sadas en conceptualizaciones precisas y en el encadenamiento légico
de las proposiciones, caracteristico de los textos de matematicas.

Luego, el autor expone en el capitulo x algunas definiciones y teo-
remas sobre integrabilidad de funciones, estableciendo las condicio-
nes que debe tener una funciéon para que sea denominada integrable.
Como por ejemplo, el desarrollo de la definicion de integrabilidad para
funciones acotadas, tal como se muestra en la Figura 9.

Figura 9
Definicion de funcién integrable para funciones acotadas

Una funcidn acotada f: [a, b = R se dice integrable cuando su
integral inferior v su integral superior son ignales. Este valor comin

s¢ llama tntegred (de Riemann) de ,r- v =2 denota _]'I.I Jf| rdr.

Fuente: LIMA. Andlisis Real. Volumen 1, cit.

Del mismo modo, en paginas anteriores el autor sefiala que la integral
superior e inferior de la funcién acotada f: [a, b] = R son representa-
dasporf (—a)*bf(x)dxy[_a”"b f(x)dx. Para denominar estas integra-
les, el autor emplea representaciones en los registros lengua natural y
algebraica; sin embargo, no se realiza ninguna coordinacién debido a
que el autor sélo utiliza dichos registros para designar una nocién.

Es importante mencionar que cuando el autor plantea la definiciéon
de funcidén integrable realiza un pequefio comentario sobre la nota-
ciéon empleada para representar a la integral, es decir, la variable x es
denominada “variable muda” lo cual quiere decir que no hay ningtn
inconveniente en reemplazarla por otras variables como y, t, etc. Esto
es/ (a)"bf(x)dx=/a"bf(y)dy =/a"b f(t)dt, por tal motivo en ocasio-
nes representara la integral / a”b f(x)dx por [ a”b f.

En cuanto a la notacion de la integral, el autor utiliza dos repre-
sentaciones diferentes (/_a”b f (x)dx y /_a™b f) para el mismo objeto,
integrales definidas en el registro algebraico. El autor enfatiza que, a
veces, por cuestion de “simplicidad” escribira /_a”b f. Es imperativo
mencionar que la representacién simplificada empleada por el autor
no posibilita algunas formas de tratamiento, debido a que no es evi-
dente la variable que se desea integrar, es decir, en el sentido de encon-
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trar alguna primitiva de la funcién f. Sin embargo, el autor empleara
esta notacién cuando la misma no afecte la comprension de la nocion
involucrada, por ejemplo, cuando se muestren las propiedades de la
integral definida.

Seguido, a la definicién de funciéon integrable, el autor presenta y
demuestra algunos lemas, teoremas y corolarios. En la Figura 10 se
visualiza el enunciado del teorema 3, debido a que este resultado es
usado en la demostracion del Teorema Fundamental del Calculo.

Figura 10
Propiedad de la integral definida

Teorema 3. Sean a < ¢ < b. Una funcién acotada f : [a,b] —
R es infegrable si, y sdlo si, sus resiricciones J|"|:M_] y f |;:¢_¢.] s0m
integrables. En caso afirmative, se fiene fub flx)dz = _j':::f{.e‘]d.i‘ +
Jy 4

I flz)dz.

Fuente: LIMA. Andlisis Real. Volumen 1, cit.

El teorema 3 viene enunciado principalmente, a través de representa-
ciones en el registro algebraico y lengua natural, y este ultimo se em-
plea cuando las representaciones realizadas en el registro algebraico
limitan la relacién del objeto con su representaciéon. Por ejemplo, la
representacion en lengua natural “integrable” complementa los regis-
tros simbdlicos utilizados en el teorema 3, pues el autor podria usar
en lugar de f| |, 4 “integrable” la representacion algebraica /_(—a )"c f
(x)dx =/_a™c f(x)dx, pero ésta podria dificultar la comprension de las
nociones presentadas. El término “integrable” se utiliza como un regis-
tro complementario que, segun DUVAL, es fundamental en el sentido
de su parcialidad en relacién con el objeto. Tal vez, propiedades de ese
tipo se presentan en el registro simbolico porque el mismo posibilita
tratamientos mas eficaces.

En la Figura 11 se observa una propiedad importante que debe pre-
sentar el integrando para que sea integrable, es decir, la continuidad de
la funcidn f en el intervalo [a, b] y, por lo tanto, que existe la Integral
(nimero real) definida en dicho intervalo.

68



Katia Vigo Ingar

Figura 11
Condicion suficiente de integrabilidad

Teorema 5. Toda funcion continua f: [a. bl = B es infegrable.
{€F, 2] i

Fuente: LIMA. Andlisis Real. Volumen 1, cit.

Este teorema resulta esencial para el entendimiento del Teorema
Fundamental del Calculo y para el analisis basado en la teoria de regis-
tros de representacion. Ademas, el teorema es presentado empleando
representaciones en los registros algebraicos y lengua natural, siendo
este ultimo una guia para los tratamientos realizados en el registro al-
gebraico, como se puede observar en la Figura 12.

Figura 12
Demostracion de la condicion de integrabilidad

Demostracion: Dado £ > 0, por la continuidad uniforme de f en
el compacto [a,b]. existe § > 0 tal que z,y € [a.b], [y=—z| < &
implican |f(y) = f(x)| < £/(b = a). Sea P una particién de [a, b]
tal que rodos sus intervalos tienen longitud < 4. En cada intervalo
[f._],f‘_j de P existen x;,y; tales que m; = f(x;) v M; = f(y;). de
donde w; = f(y:) = f(x:) < gf(b=a). Asi, ¥ wi(ti= ti1) < €. Por
el Teorema 2, f es integrable. O

Fuente: LIMA. Andlisis Real. Volumen 1, cit.

Mas adelante, en el Capitulo X1 se presenta el enunciado y demostra-
cion del Teorema Fundamental del Calculo, como se puede observar
en la Figura 13, para las funciones continuas previamente se sefiala
que con este resultado se establecera la conexion entre la derivada y
la integral.
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Figura 13
Teorema Fundamental del Calculo

Teorema 1. (Teorema Fundamental del Cailculo). Sea f

I — R continua en el intervalo I. Las siguientes afirmaciones sobre

la funcion F' : I — R son equivalentes:

(1) F es una integral indefinida de f, esto es, existe a € [ tal que
F(zr) = F(a) + j”: f(t)dt para todo r € I.

(2) F es unaprimitiva de f, esto es, F'(x) = f(x) para todo x € I.

Fuente: LIMA. Andlisis Real. Volumen 1, cit.

De esta manera, se presenta el teorema como la equivalencia entre dos
proposiciones compuestas, es decir, estdn relacionadas mediante un
bicondicional. Ademas, el teorema no promueve ningun tipo de trans-
formacion interna o externa de las representaciones presentes pues el
autor solo las emplea para designar una nocion. Por otro lado, respecto
ala demostracién del teorema, consiste en dos etapas, en la primera se
muestra que la proposicion 1 implica la proposicion 2, y en la segunda
se muestra la prueba de su reciproco. Se realizan tratamientos sélo en
el registro algebraico, los cuales son guiados con representaciones en
el registro lengua natural que permiten darle un orden légico a la prue-
ba. En la Figura 14 se visualiza la demostracion del teorema.
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Figura 14
Demostracion del Teorema Fundamental del Calculo

Demostracién: (1) = (2) Si zp, 2o + h € I entonces F(xg + h) —
F(rg) = \j::'“' f@®)dt v h- flzg) = _f;:'-"h f(zp)dt, por tanto:

s ) — Flz . 1 o+
(o + II: (zp) = flx) = = I/;“ [F(t) = f(xq)]dt .

Dado £ > 0, por la contimuidad de f en el punto xg, existe § > 0
tal que t € I, |§ — xy| < & implican |f(#) — flxrg)]| < =. Entonces,
[ < |1'.l| <& g+ hel i.l]!|rii.(':.lt]:

Flxzg 4 h) = Flza)
h

1 ra+h
- flza)] = — [ |f(t) = f(xa)|dt

h

1
A

= |h|-e=¢.

Lo que demuestra que F'(xg) = flra).

(2)=> (1) Sea F' = f. Como acabamos de ver, si fijamos a € [
v definimos @(x) = |||: F()dt, tendremos ' = f. Las dos fun-
ciones Fop : T — R tiene la misma derivada, luego difieren en
una constante. Como @la) = 0, esta constante es Fla). Por tanto
Flz) = Fla) + ¢(x), esto es, F(z) = Fla) + _L' fit)dt para todo
rel. O

Fuente: LIMA. Andlisis Real. Volumen 1, cit.

El autor, al presentar la demostracion del teorema, no muestra de ma-
nera explicita algunos resultados que utiliza, por ejemplo, en la prime-
ra parte del teorema se muestra la siguiente relaciéon F (x_0+h)-F (x_0
)=/_(x_0)*(x_(0+h)) f(x)dx, sin embargo, no muestra los tratamientos
realizados en el registro algebraico que conducen a este resultado, con
esto el autor promueve el implemento de los tratamientos para llegar
a dicha relacion. Al finalizar la demostracion del teorema, el autor rea-
liza dos comentarios:

a) Se establece una ampliacién del teorema, es decir, la validez del
teorema para funciones no necesariamente continuas, sino basta que
éstas sean integrables dando énfasis a las cuestiones que involucran
condiciones de existencia de la primitiva: continuidad e integrabilidad.
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b) Se presentan algunas propiedades de la funcién F, primitiva de
la funcidn f, por ejemplo, F es una funcién cuya derivada es continua.
Ademas, muestra una técnica para calcular la integral de la funcion f
en un intervalo [a, b] conociendo una primitiva F. Esto es /_a”b f (x)dx
= F (b)-F (a).

Del mismo modo, el texto no sugiere la contextualizacion, es decir, se
presentan las nociones sélo en definiciones, teoremas, ejemplos y mas
adelante, ejercicios. El registro de representacion usado en mayor pro-
porcidn es el algebraico y los tratamientos hechos en él estan implici-
tos. El registro en lengua natural se utiliza en menor proporcién y las
representaciones utilizadas sirven para guiar los tratamientos en el re-
gistro algebraico por lo que permiten darle un orden légico a la prueba.

Al final, se muestran los ejercicios y no exponen de manera explicita
una relacién directa con el TFC. Por consiguiente, se puede observar
que sus enunciados sugieren el desarrollo de aspectos conceptuales,
principalmente aquellos tratados a lo largo de este capitulo, siendo la
mayoria de ellos teoremas, y a su vez estos privilegian las demostracio-
nes. En cuanto a los registros, estos ejercicios estan representados en
el registro algebraico y la lengua natural e indican que, en sus resolu-
ciones, se efectuaran tratamientos en el registro algebraico; asi como
que tales ejercicios no sugieren la conversion de los registros, y mucho
menos, la coordinacion de ellos.

[II. ENSENANZA DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Una de las etapas del analisis preliminar del marco metodolégico, la
Ingenieria Didactica de ARTIGUE®®, corresponde al estudio de los as-
pectos didacticos y a la manera en que el Teorema Fundamental del
Calculo es ensenado a los estudiantes del curso de Matematicas 11 de
la carrera de Ingenieria de Alimentos. Bajo esta consideracion, se ha
seleccionado un libro de consulta con el propdsito de revisar como se
aborda el objeto de estudio Teorema Fundamental del Calculo en el
nivel de instrucciéon indicado. El texto a analizar es el Cdlculo de una

95 ARTIGUE, MORENO FERNANDEZ y DOUADY. Ingenieria diddctica en educacién matemadtica.
Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, cit.
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variable de STEWART®®, donde el Capitulo v, titulado “Integrales”, pre-
senta una pequefia introduccién y esta subdividido en cinco secciones,
entre las cuales esta el Teorema Fundamental del Calculo, tal como se
visualiza en la Tabla 4.

Tabla 4
Contenido del Capitulo v del libro de STEWART

Seccién 5.1 | Areasy distancias

Seccién 5.2 | La integral definida

Capitulo 5

> | Secciéon 5.3 | El teorema fundamental del calculo
Integrales

Seccién 5.4 | Integrales indefinidas y el teorema del cambio total

Seccidén 5.5 | Regla de la sustitucién

Es imperativo acotar que, al final de cada seccién, se encuentran di-
versos ejercicios ya sea por los enunciados que presentan o por los
objetivos que deben alcanzar cada uno de ellos. Asi mismo, al finalizar
la seccién 5.2, el autor presenta uno de los “proyectos para un descu-
brimiento” titulado Funciones de area, el cual estd compuesto de cuatro
actividades que tienen como objetivo adelantar algunos resultados que
seran estudiados en el capitulo siguiente, tal como se puede visualizar
en la Figura 15.

96 JAMES STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, 7.% ed., México, Cen-
gage Learning, 2012, disponible en [https://intranetua.uantof.cl/estudiomat/calculo3/
stewart.pdf].
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Figura 15
Proyecto funciones de area

FUNCIOMNES DE AREA

L. (a) Trace la rocta ¥ = X + 1 v aplique la geomtna para kallar ¢ drea debajo de osta recta,
amiba del gje § y entre las roctas verticales ) — 1y i =1
(&) 5ix > I, sea Al x) o Srea de la egion que se éncuentra debajo de orecta
¥=2+ l,enret = | yi= x [buje vn esquems de esta region y use la
geometrts con ¢ fin de hallar sna expresion pars Afx)
() Derrve la funchon de drea Afx ). Qo adviene?
L {2} Rirz —l.sea

Alx) = |"|1| + )

A(1) ropresenta ¢f drea de una region. Grafiqee la regica

(bh A partic de bos resalitados del cjencicio 28 die 1a seccion 5.2 encuentre ena expresion pas A ).

(o) Determing Ax). (o se posde observar™

(d} Six 3= —1 y kes o pomero positivo pegquefio, por ko mato A{x + &) — A(x) represents 2l
drea de wna region. Describa v grafiges la region.

{e) Dvbape un rectingaho qoe sea uns sprovimacion de 1a mgion del incio (). Mediante la
comparacion de dreas de extas dos regiones demucstre gue

Alx + K) — Alx) =
]

1+ 17

(1} Meodinate o inciso (e) ofresca una explicacion intitiva del resultado del inciso (c)
L [a) Ditnge la grifica de b Feacson f{{x) — cos (57} o nenténgado de visualiracioa [0, 2] por
[-125 1L.25]
(b) 53 define ana aueva fanckon g por medo dz

m1—_{’nm:"rdl

enbonces o x ) es el drea debujo dee la prafica de . desde O hasta x [hosta qoe fix) s veelve
negaliva, &0 CuyD pendo gf o) s conviene en una diferencia de dreas]. Use el resaltado del
inciso (2) pam determinar ¢l valor de x en el cual gf x) empiezn 2 decrecer. [A difereacia
e la integral del problema 2. ¢s imposible cvaluar | integral que define g pars obiener
exprosion explicit para glx).]

[c] Utilice @ comando de integracion de sa calculadors o computadon pam estemar {02},
0.4}, g{ &), . ... g 1.8}, g(2). En seguida. con estos valores dibaje ena prifica de ¢

(d) Use b grafica de g del inciso (c) pars dibojar b grifica de g7, use b intevpoetacion de o"( 1)
como ks peadiente de ana rocta angeste. (Qué selacion exise ot 1o grafica de ¢ ¥ lade 7

L} Saponga que [ es wm funcidn contnea en ol inlenalo [a, b] v s define oo oueva foncidn g

por b eouscicn

m:}—f,l'irrnt

Tomaado como base s resaliados ea bos problemas 1-3 doduzca uns expresson para ¢ <)

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

Basicamente, estas actividades consisten en bosquejar algunas curvas
y relacionar las funciones que originan esas curvas y el area limitada
por ellas con el eje de las abscisas. El contenido de estas actividades
tiene la finalidad de que el lector perciba de manera intuitiva, que la
derivada de la funcion “area” es la misma funcién que origina el grafico
que esta sobre esa drea ocasionando que el contenido de estas activi-
dades exprese la tesis del Teorema Fundamental del Calculo.
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Con respecto a los enunciados de estas actividades, se presentan en
el registro de la lengua natural y algebraica e invitan al lector a que, en
sus resoluciones, utilice representaciones en el registro grafico y en
menor proporcidn, en el registro numérico; asi como sugiere realizar
tratamientos en el registro algebraico. Con lo mencionado, las activi-
dades sugieren el cambio de registros, que es una condicién para la
comprension de las matematicas segiin DUVAL.

Por otra parte, la seccion 5.3 presenta al inicio un pequefio texto en
donde se sefiala que el TFC establece la conexion entre la derivada y la
integral, rememorando los clasicos problemas de la tangente y del area
que las originaron. También resalta la relacién inversa entre las dos,
atribuyendo a BARROW el descubrimiento de tal relacién. Sin embar-
go, resalta que fueron NEWTON y LEIBNIZ los descubridores de dicha
relacion, ademas de usarla para desarrollar el cdlculo como un método
matematico sistematico.

De esta manera, STEWART presenta el Teorema Fundamental del
Calculo en dos partes, la primera esta destinada a la explotacion de la
funcién g (x) =/ a”x f(t)dt, cuando f es continua en [a, b] y x variando
entre a y b. Se dice que si x es fijo, entonces la integral es definida por
un namero y si x varia, la integral define una funcién denotada por
g (x). El autor emplea los registros lengua natural y algebraica para
resaltar que g (x) representa un nimero que depende de x, sefialando
de manera explicita que si la funcién f es positiva, entonces g (x) es
interpretada como el drea bajo el grafico de f en [a, x], lo cual era la
finalidad del proyecto de descubrimiento. En la Figura 16 se visualiza
el registro grafico que emplea el autor para representar estas ideas.
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Figura 16
Representacion grafica realizada por STEWART

45 o

F. Y

%,

drea = gilx) S——

. y=fl1)

il i x b I

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

Antes de seguir con el discurso presentado relacionado a la funcién g
(x) =/.a”x f(t)dty mostrar la conclusion ala que llegarad g’ (x) = f (x),
el autor presenta un primer ejemplo en el cual muestra un bosquejo
en cinco etapas del grafico de la funcién f con las respectivas areas
representadas por la funcién g en los puntos de abscisa 1, 2, 3,4 y 5, tal
como se observa en la Figura 17.
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Figura 17
Procedimientos realizados para construir la funcién de area

Al EJEMPLO 1 Si f es la funcidin cuya grifica se ilustra en Ia figura 2 y g(x) = (10 dr,
encuentre jos valores de g(0), g(1). 9(2), g(3). g(4) ¥ g(3). Luego trace una grifica
aproximada de g

sscon En primer lugar observe que g{0) = _ﬂJ‘ﬂrldr = (. A partir de la figura 3 se ve
| que g{ 1) es el drea de un tridngulo;

u 1 i 4
L f o
\ |/ g =[rindr=201-2=1
FIGURA 2 Para hallar g{2) le agrega a g{ 1) el drea de un rectingulo:
2= [ = + [far=14+0-2=3
il «l -
Estime que e drea debajo de [ de 2 a 3 es alrededor de 1.3, de manera que
d =g+ [fOdr=3+13=43
¥ K ki o
2 k2 k2 L2 k2
M. _. YEREF Y I Y
1 1 = T | + 1 + -
/ -. IR \
o i [i] 3 [ 1 1 3 0 I 2 ! 0 1 3 H
| L1 I = L
qll)=1 @H=3 Fid)= a3 K_l /
|
FIGURA 3 g4l =3 gish=17
. Para 1 = 1, fiI) es negativa ¥ por lanio empiece a restar dreas:
&t N
4 \ I? 'i.‘_
a1 / \ g4) =3 + | findr=43+(-13)=30
2l f N\
N -
Al / als) = gl4) + Lﬂnd: =3 +(=13)= LT
J 2
® 1 32 3 4 5= Use estos vabores para trazar la grifica de g en la figura 4. Advierta que,
FIGURA 4 debido a que [(1) es positiva para [ < 3, s sigoe sumando dreaparal < 3y
) por lo tanio g es crecienie hasta 1 = 3, donde alcanza un valor miximo, Para x > 3,
gixy= | furjdr g decrece porque f(1) es negativa.

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

En la figura 17, se presenta el calculo de las areas respectivas a cada
zona realizado por el autor que, a su vez, se basan en el calculo de areas
de tridngulos, rectangulos y en aproximaciones realizadas con el area
de estas figuras, mostrando que el resultado es la suma de las areas
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que estan por encima del eje t (representa en el eje de las abscisas),
menos la suma de las areas que estadn debajo del eje t. Las Figuras 2
y 4 muestran las funciones f y g respectivamente y en la Figura 3 se
presentan los procedimientos realizados para la construccion de g en
las dreas bajo el grafico de f.

De esta manera, el autor expone representaciones en los registros
lengua natural, algebraico, numérico y grafico, también se evidencia
conversiones de la representacion de la integral definida en el registro
algebraico al grafico y viceversa, asi como tratamientos en los registros
numérico, algebraico y grafico. Sin embargo, no se muestra la conexién
entre la derivada y la integral.

Seguido a esto, el autor realiza un comentario que permitira al lec-
tor establecer una correspondencia entre la derivada y la integral, apo-
yandose en el ejemplo anterior y en el ejercicio 27 de la seccién 5.2 el
cual consiste en demostrar /_a”b xdx = (b"2 - a*2)/2. Se considera el
valor de las constantes a = 0 y b = x, obteniendo asi el resultado /_0"x
tdt = x"2/2, el cual en seguida es derivado permitiendo establecer la
relacion d/dx [ 0”x tdt = x la cual muestra la conexién entre la derivada
y la integral. En la figura 18 se visualiza el desarrollo para mostrar este
importante resultado.

Figura 18
Ejemplo utilizado por STEWART
para mostrar la conexion entre la derivada y la integral

Si hace fif) = I vy a = 0, despuds, aprovechando el ejercicio 27 de la seccidn 3.2,
tiene
L. X
glx) = | tdt =—
Observe que g'(x) = X, es decir. ¢' = f. En olras palabras, si g s¢ define como la integral de

[ mediante la ecuacion |, entonces g resulta ser, cuando menos en este caso, una antideri
vada de f. Y si traza la grifica de la derivada de la funcidn g que se ilustra en la figura 4
al estimar las pendientes de las tangentes, obliene una grifica como la de f en la figura 2.
Por eso, sospeche que ¢n el ¢jemplo | tambidn g’ = |

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.
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En la Figura 18, se emplean representaciones en los registros alge-
braicos y lengua natural, siendo ésta tltima una guia para los tratamien-
tos realizados. También el autor incentiva a los estudiantes a realizar
representaciones, previa conversion, en el registro grafico indicando
los tratamientos a realizar utilizando como modelo el primer ejemplo.
Con esto se sugiere una coordinacién de los registros algebraico y gra-
fico, explicitando los tratamientos en cada uno de ellos. Segiin DUVAL, la
coordinacién entre diferentes registros de representacion es una con-
dicién para que haya la aprehensién del objeto o nocién matematica.

Usando de nuevo el primer ejemplo, STEWART contintia su discurso,
presentando de manera intuitiva la relaciéon g’ (x) = f (x), pero esta vez
no de manera particular, sino para una situaciéon en la cual la funcién
integrando f (x) es una funcién continua y positiva. Para esto, el autor
realiza conversiones de representaciones entre los registros grafico y al-
gebraico haciendo tratamientos, principalmente, en este tltimo registro.

Es importante mencionar que el registro de lengua natural también
estd presente en el discurso. Esto se muestra cuando el autor sefiala
que g (x + h) - g (x) es aproximadamente igual al area del rectangulo
de ancho h > 0 y altura f (x), planteando g (x + h) - g (x) = h - f(x); para
llegar a esta conclusidn, el autor emplea una representacion grafica, la
cual se observa en la Figura 19, y con ella establecer el resultado (g (x

+h)-g (x))/h = f(x).

Figura 19
Representacion grafica empleada por STEWART

0| a il | b !
x x+h

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.
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Posterior a esto, el autor considera que si h tiende a cero, el limite
del primer miembro de esta relacidn coincide con la definicién de la
derivada de g en x, con lo cual se logra concluir de forma intuitiva que

Al finalizar la prueba, se menciona que dicho resultado también es
valido para la situacién en que la funcién no sea necesariamente po-
sitiva. A partir de una nota histérica o de una nocién intuitiva relati-
va a la funcién integral y su derivada y usar dos ejemplos utilizando
diferentes registros de representaciéon, STEWART enuncia la “parte 1”
del Teorema Fundamental del Calculo, conocido también como Primer
Teorema Fundamental del Cdlculo, y resalta aiin mas esta interrelacion
explicando que “este teorema sefiala que la derivada de una integral
definida con respecto a su limite superior es el integrando evaluado en
su limite superior”?’.

Figura 20
Presentacion TFc, parte 1

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO, PARTE I. Si f es continua en [a, b], enton-
ces la funcion g definida por

g =|"fndt a=x=bh

es continua en [a. b] y derivable en (a. b). y g'(x) = f(x).

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

Este teorema sefiala que la continuidad de la funcién f en el intervalo
[a, b] es una condicion suficiente para que la funcidn integral, denotada
por g, sea derivable en] a, b y tenga a la funcién f como su derivada,
para todo x en [a, b]. El enunciado del teorema es un discurso en el cual
estan presentes representaciones en el registro lengua natural y alge-
braica que no sugiere ninguna conversion de dichas representaciones,
sin embargo, estas fueron realizadas con anterioridad.

97 STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit., p. 381.

80



Katia Vigo Ingar

En cuanto a la demostracién del Teorema Fundamental del Calculo,
el autor comienza utilizando la hipétesis de la continuidad de f para
probar que la funcién g (x) =/ a”x f(t)dt es derivable en], esto quiere

para todo x en [a, b] y ademas, para demostrar que ese limite es igual
a f(x).

En la Figura 21, se visualiza la secuencia logica utilizada en la de-
mostracién que estd basada en propiedades de la integral, las cuales
son expuestas en el desarrollo.

Figura 21
Demostracion del TFC. Primera parte

DEMOSTRACION Sixyx + hestin en (a, b). entonces

glx + h) — glx) = i;'*_.lftrm’.r — | " fnydr

( | " f(e) dr 4 IW"H.rnf.rJ | (D dt  (por In propiedad 5)

B « 1 "

= I a_r'[ 1 dt

y de este modo, para i = 0,

glx + h) — glx) I pxen
i —_— i) dr
h h .L 2

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

(x))/h) esigual a (x) el autor utiliza algunos resultados como el teore-
ma del valor extremo, donde toda funcién continua en un intervalo [aq,
b] alcanza su maximo y su minimo valor, y el teorema de la compresion
0 mas conocido como el teorema del Sandwich. En la Figura 22, se ob-
serva la aplicacion de estos teoremas.
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Figura 22
Demostracion del TFc. Segunda Parte

Por ahora suponga que /i > 0. Puesto que fes continua en [x, x + k], ¢l teorema del
valor extremo establece que hay nimeros u ¥ ¢ en [x, x + h] tal que f(u) = m y
flv) = M, donde m v M son los valores midximo y minimo absolutos de f en [x, x + h].
Véase figura 6.

De acuerdo con la propiedad 8 de las integrales, liene

mh = l 'ﬂ.f'mn’: = Mh

X

1

. R I+l -
es decir, flwh = | flode = flodh

o1

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

Hasta ahora se puede establecer que en el desarrollo de la demostracion
planteada por el autor predominan las representaciones en el registro
algebraico y lengua natural, actuando como una guia que acompafia el
desarrollo del discurso planteado. También que el autor representa la
tesis del teorema del valor extremo utilizando representaciones en el
registro grafico, asi como se puede observar en la Figura 23.

Figura 23
Representacion grafica realizada por STEWART

r e

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.
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La representacion mostrada en la Figura 23 s6lo acompafia la prue-
ba cuyo objetivo es ilustrar la acciéon del teorema del valor extremo
para que el lector tenga un mejor entendimiento del mismo. De igual
manera, el autor realiza tratamientos en el registro algebraico con la
finalidad de probar el limite mencionado antes, tal como se puede ob-
servar en la Figura 24.

Figura 24
Demostracion del TFc. Tercera parte

Como h = 0, puede dividir esta desigualdad entre h:

: » ik
fl) =~ | fdr = flo)

) Ja
Enseguida use la ecuacidn 2 para reemplazar la parte media de esta desigualdad:

(x + h) — glx)
3 way e 2 e AL
i

Fuente STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

En la Figura 24, los tratamientos que se pueden evidenciar en el registro
son la divisién por h y la sustitucion de la representacién 1/h f x™(x+h)
f(t)dt por la representacion (g (x+h) - g (x))/h. El registro lengua natu-
ral como en todo el proceso es una guia en el desarrollo de la demos-
tracion. Seguido, el autor utiliza las tesis del teorema del Sdndwich y
emplea la continuidad de la funcién f (x), para poder concluir que g’ (x)
= f (x). Todos estos procesos se realizaron con representaciones en el
registro algebraico, asi como se muestra en la Figura 25.
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Figura 25
Demostracion del TFc. Cuarta parte

Se puede demostrar la desigualdad 3 de una manera similar a la del caso cuando h < 0.
Véase ejercicio 67.
Ahoradejeque i — 0. Despuésu—xypr—x. vaque v y P quedan entre x y x + 1.

Por lo tanto,

lim f(u) = lim flu) = f(x)

lim filr) = lim fie) = flx)

porque fes continua en x. De acuerdo con (3) y el teorema de la compresion que

= .  glx + k) — gix)
glx) = |lilllllf = f{x)

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

Al finalizar la prueba, el autor utiliza el registro lengua natural para
sefialar que la funcién g (x) es continua en el intervalo [a, b]. Ademas,
expresa la tesis del teorema en el registro algebraico utilizando la nota-
cién de LEIBNIZ para las derivadas, asi como se muestra en la Figura 26.

Figura 26
Tesis del TFcC “Parte uno”

d | (1) dt = f(x)
—_— — e
dx Ja° : )

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

Elresultado de la Figura 26 es conocido como el Teorema Fundamental
del Calculo “Parte uno”. Se establece que el autor implementa repre-
sentaciones en el registro lengua natural y algebraico para realizar su
argumentacion, ademas, los tratamientos son realizados en el registro
algebraico. También efectia la conversion de representaciones en el
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registro algebraico hacia el registro grafico, las cuales tienen la finali-
dad de mostrar algunas propiedades de la integral (mh < [_x"(x+h) f(t)
dt < Mh) que son empleadas en la demostracidn, por ejemplo cuando h
tiende a cero, u y v tienden a x y debido a la continuidad de f se tiene
que f (u)y f (v) tienden a f (x).

Antes de presentar el Teorema Fundamental del Calculo “parte 2” el
autor presenta los ejemplos 2, 3 y 4 que se refieren también a la rela-
cion entre la funcién definida por la integral, /_a”x f(t)dt, y su deriva-
da. El objetivo de estos ejemplos es enfatizar el contenido de la “parte
uno” del teorema referido. A continuacion, en la Figura 27 se muestra
el ejemplo 2:

Figura 27
Ejemplo 2. Enunciado y solucion

K7 EJEMPLO 2 Encuentre la derivada de la funcion g(x) = | 1 + 12 dt.

SOLUCION Puesto que f(f) = /1 + 1* es continua, la parte 1 del teorema fundamental del

cilculo da

g'lx) = +/1 + x?

Fuente STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

La Figura 27 muestra el ejemplo 2 empleando representaciones en el
registro lengua natural y algebraica (con tratamientos en él). El ejem-
plo demanda determinar la derivada de la funcién g (x) = /.0*x V(1+
t"2 dt). Al plantear la solucion, el autor destaca la continuidad de f (t)
= V/(1+t"2), entonces por Teorema Fundamental del Célculo, se con-
cluye que g’ (x) = V(1+ x"2). Enseguida, se muestra el ejemplo 4 plan-
teado por el autor en la Figura 28.
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Figura 28
Ejemplo 4. Enunciado y solucion

d e
EJEMPLO 4 Encuentre T | secrdr
de N1

SOLUCION En este caso debe que ser cuidadoso al usar la regla de la cadena junto con
FTCI. S¢a w = x°. Por lo tanto

d d o
— | secrdt=—| sectdt
dx dx .

d

du

lll.'L

. du
1 SeC 1t i

el
SEC H —
dlx

= gec(x?) - 4x°

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

En la Figura 28 se establece el enunciado y la resolucién del ejemplo
implementando representaciones en el registro algebraico y lengua
natural, ademas, realiza tratamientos sélo en este primer registro. Sin
embargo, sélo se utilizan representaciones en el registro lengua natu-
ral para subrayar el uso de la regla de la cadena sin explicar el porqué
de su empleo en la resolucién, esto se da por los conocimientos previos
que tienen los estudiantes de las derivadas.

En estos dos ultimos ejemplos el autor no propone realizar ninguna
conversion debido a que los tratamientos son realizados sélo en el re-
gistro algebraico, los cuales son notados gracias a las representaciones
realizadas en lengua natural, esto se da cuando se sefiala la propiedad
utilizada en un determinado paso de la solucion. Sin embargo, la coor-
dinacién de una representacion en diversos registros es propiciada en
el ejemplo 3, donde la lengua natural se utiliza también para resaltar
algunos aspectos histdricos, ademas de algunas aplicaciones de la fun-
cion de Fresnel, la cual segun el autor, tiene la siguiente regla de corres-
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da S, 1a cual es denotada por f, en un mismo sistema cartesiano, reali-
zando asi una conversién de representaciéon del registro algebraico al
grafico, tal como se plantea en la Figura 29.

Figura 29
Representaciones realizadas por STEWART

.“

FIGURA 7 e
Fixt=sanimz 32 La funcidn de Fresnel
Six | sen{misi2) d olx) = _1” seniwt) 2)di

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

Se determina entonces, que la relacion presentada entre la funcion f
y su integral S en el registro algebraico y grafico, promueve la coor-
dinacion de estas representaciones en estos registros debido a que
permite al lector efectuar tratamientos en uno de ellos y luego reali-
zar la conversion para efectuar estos tratamientos en el otro registro.
Este ejemplo, a diferencia de los ejemplos 2 y 4, propicia la conver-
sion en todo instante, permitiendo reconocer al objeto matematico en
distintos registros. Ademas, no se plantean discusiones ni referencias
en el libro a casos mas generales de funciones integrables, es decir, en
ningin momento se discute la continuidad de la funcion f pues en los
ejemplos presentados todas las funciones empleadas como integrando
son continuas, por lo que sus funciones integrales F(x) =/ a”x f (t) dt
son derivables.

Posterior al ejemplo 4, se determina que el proceso de calcular un
integral definida como un limite de sumas de Riemann, resulta a ve-
ces “largo y dificil”. Por tal motivo sefiala que la “parte 2” del Teorema
Fundamental del Calculo muestra un “método mas sencillo” para el cal-
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culo de la misma. En la Figura 30 se plantea el enunciado del Teorema
Fundamental del Calculo “parte 2”, conocido también como el Segundo
Teorema Fundamental del Cdlculo.

Figura 30
Enunciado del TFc, parte 2

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO, PARTE 2 Si f es continua en [a, b], entonces

'-:‘...t.{.l'itf.i' = F(b) — Fla)

donde F es una antiderivada de f, es decir, una funcion tal que F' = f.

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

En la Figura 30, se determina que en el enunciado del teorema se im-
plementan representaciones en el registro algebraico y lengua natural,
notando la relacion entre la derivada y la integral, ademas de que en la
hipétesis de este teorema solo se pide que la funcion f sea continua y
que se verifique F' = f en el intervalo [a, b], siendo estas condiciones
suficientes para poder plantear la siguiente igualdad /_a”b f (x)dx=F
(b) - F (a).

Es importante acotar que el autor no discute la existencia de fun-
ciones antiderivadas (primitivas) en el sentido de la continuidad e in-
tegrabilidad de la funcion del integrando. Esto puede deberse al resul-
tado de que las continuas en un intervalo siempre poseen primitivas
en ese intervalo. Sin embargo, menciona mas adelante, en el ejemplo
9, que la integral /_(-1)"*(3) 1/x"2 dx no existe debido a que la funciéon
integrando presenta “una discontinuidad infinita” en el intervalo [-1,
3]- También discute la necesidad de que la funcion integrando debe ser
acotada debido a que, en el Teorema Fundamental del Calculo, al pedir
que sea continua en un intervalo cerrado ocasiona que sea acotada.
Con esto el autor aborda en un ejemplo y en algunos ejercicios cuestio-
nes sobre la existencia de la integral, pero no hace énfasis acerca de la
existencia de primitivas.

Luego, para llevar a cabo la demostracion de la parte 2 del TFc, el
autor se basa en la hipétesis de la continuidad f, para asi poder usar la
“parte 1” del TFC y plantear que la funcion g definida por g (x) =/ a”x
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f (t)dt es una antiderivada de f, seguido, establece una relaciéon con
funcién F, antiderivada de f, y afirma que estas difieren por una cons-
tante, pues tienen la misma derivada f. Por lo tanto, como g (a) =0y g
(b) =[_a™b f(t)dt,empleaF (x) =g (x)+ Cparax =ay x = b, logrando
concluir que F (b) - (a) = g (b). En la figura 31, se presenta la demos-
tracion planteada por el autor.

Figura 31
Demostracion del TFc, parte 2

DEMOSTRACION  Sea glx) = | flthdr. De acuerdo con la parte 1, sabe que
g'lx) = f(x); es decir, g es una antiderivada de f. 51 F es cualquier otra antiderivada
de f en [a, B], entonces, por ¢l corolario 4.2.7, la diferencia entre F ¥ g es una
constanic.

[§] Fix) =glx) + C
para @ << x < b. Pero tanto F como g son continuas en [a, b] ¥ de este modo, al obtener
los limites de ambos miembros de la ecuacion 6, cuando x — a” y x — b, esto también
secumplecuandox =ayx =5

Si hace x = a en la férmula para g(x), obtiene

gla) = | f()de =0

Entonces, al aplicar la ecuacién 6conx = by x =a, llegaa

Fib) — Fla) = [g(t) + C] — [gla) + C]

: !ilhj gla) = ,;Iﬁl

= (" f(e) e

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

En esta demostracion se implementan representaciones en el registro
algebraico y lengua natural. Ademas, se identifica una conversion de la
representacion de una propiedad, mencionada en la prueba, del regis-
tro lengua natural al registro algebraico, esto es, la conversién hecha
de la representacién “F y g difieren por una constante”, hacia F (x) =
g (x) + C. Posterior a esto, se realizan tratamientos en el registro alge-
braico debido a que son mas sencillos de realizar en este registro. Una
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vez terminada la demostracion, el autor resalta que si se conoce una
antiderivada de una funcién, se puede obtener la integral definida de
esta simplemente haciendo la diferencia de los valores de esa antide-
rivada, en los extremos del intervalo de integracion, refiriéndose a la
“parte 2” del teorema, con lo cual realiza una conversion de la /_a”b f
(x)dx = F (b) - F (a) en el registro algebraico al registro lengua natural.
Ademas muestra una aplicacion de este resultado a la cinematica, la
cual consiste en encontrar el espacio recorrido por un objeto a partir
de su velocidad, todo esto empleando el registro algebraico y lengua
natural.

De la misma manera, se presenta el ejemplo 8, que sobresale de los
cuatro ejemplos debido a que emplea el registro grafico a diferencia de
los otros en los que sélo hay representaciones en el registro algebrai-
co y numérico. Con respecto a la representacién en el registro grafico,
ésta soélo se utiliza para representar la funcion integrando, tal como se
muestra en la Figura 32.

Figura 32
Enunciado y resolucion del ejemplo 8
EJEMPLO 2 Calcule el area bajo la curva coseno desde O hasta b, donde 0 = b = 7/2.
SOLUCION Puesto que una antiderivada de f(x) = cos x es Flx) = sen x
A= ' cos xdx = sen x|’ = senb — sen 0 = sen b
En particular. al hacer b = 7r/2. ha comprobado que el area bajo la curva coseno
desde O hasta 7/2 es sen(7w/2) = 1. Véase figura 9.
¥4
1 ¥ =COSX
T
drea = 1.\
] = X
FIGURA 9

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.
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En este ejemplo, se realiza una conversion de la representacion de la
medida del area, limitada por la funcién coseno en el intervalo [0,1/2],
del registro lengua natural al registro algebraico, siendo este ultimo
el registro donde se efectian los tratamientos; asi como se identifican
tratamientos en el registro numérico. También, se considera que el
texto no promueve la coordinacién, pues aunque presenta diferentes
registros de representacion, no propicia el cambio de estos en todo
momento. Con respecto a la conversion, esta ocurre como un simple
cambio de registros.

No obstante, a diferencia de los otros cuatro, el objetivo del dltimo
ejemplo de esta seccion es verificar la posibilidad de un error pues la
funcién integrando no es continua en el intervalo de integracidn, el
cual viene representado por [-1, 3], por tal motivo no puede aplicarse
el Teorema Fundamental del Calculo segtn el autor. A continuacion, se
muestra en la Figura 33 el enunciado y la solucién de este ejemplo.

Figura 33
Enunciado y solucion del ejemplo 9

EJEMPLO 9 ;Qué es lo errdneo en el cilculo siguiente?

a1 ! l 4

1 ﬁ{.lr_i'=_—| =——=]=—=

3 3

SOLUCION Para empezar, observe que este cilculo es erroneo porque la respuesta es negati-

va, pero f{x) = 1/x* = 0 y la propiedad 6 de las integrales establecen que
ijﬂ x)dx = 0 cuando f= 0. El teorema fundamental del calculo se aplica en las fun-
ciones continuas. En este caso no se puede aplicar porque f(x) = 1/x* no es continua
en [—1, 3]. En efecto, f tiene una discontinuidad infinita en x = 0, de modo que

3 | :

|  =—sdx no existe.

| X

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

En este ejemplo, el autor hace hincapié en la imposibilidad de usar el
Teorema Fundamental del Calculo cuando alguna de sus hipotesis no se
cumple, en este caso, considera la continuidad en el intervalo de integra-
cion. Con respecto a los tratamientos, se realizan en el registro algebrai-
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co y numérico, pero se debe considerar que el registro de lengua natural
es importante debido a que permite al lector la verificacion del error.

Por ultimo, al autor cierra la secciéon 5.3 mostrando la union de las
dos partes del teorema conforme se observa en la Figura 34, resaltando
ambos resultados que establecen que los procesos de diferenciaciéon e
integracion son inversos, lo cual es la esencia del Teorema Fundamen-
tal del Calculo y la razén por la cual adquiere el nombre que tiene.

Figura 34
Enunciado del TFc parte 1y 2

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Suponga que f es continua sobre [a, b].

1. Sig(x) = | f(r)dr, entonces g'(x) = f(x).

2 Ir f(x)dx = F(b) — Fla), donde F es cualquier antiderivada de f. es decir.
Fr=f

Fuente: STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

Con respecto a los registros empleados, vienen siendo los mismos que
se presentaron antes, en cada parte, de manera separada. Cabe destacar
que se representan las partes 1y 2 respectivamente por d/dx [ a™x f(t)
dt=f(x)y/ a"b F (x)dx=F (b) - F (a), ambas en el registro algebraico.
También, se determina que estas representaciones algebraicas resaltan
la relacidn inversa entre la derivada y la integral, sin embargo, no son
conversiones dado que sdlo son tratamientos en el registro algebraico.
Posteriormente el autor presenta otra nota histdérica, en la que cita a
algunos matematicos que contribuyeron al desarrollo del calculo, des-
tacando la dificultad de medir areas, volimenes, etc., antes de la siste-
matizacion de tal método, debido en principio a NEWTON y LEIBNIZ.

En cuanto a los ejercicios propuestos, son en total 70, se encuentran
al final de la seccién y se caracterizan por su diversidad debido a los
objetivos que presenta cada uno como el empleo de los registros de
representacion en el enunciado y en las resoluciones. Sin embargo, al-
gunos ejercicios solo emplean funciones continuas en intervalos de la
forma [a, b] lo cual hace que el lector no se cuestione las hipotesis del
teorema. Ademas, muchos de los ejercicios sugieren el bosquejo de los
graficos de la funcidén F (antiderivada) y su respectiva derivada f (fun-
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cion integrada), proporcionando al lector la verificacion de la relacion
entre esas dos funciones. La primera cuestidn, incluso, pide explicar
“de forma clara” lo que se entiende por diferenciaciéon e integraciéon
como procesos inversos (ésta en la lengua natural).

Al mismo tiempo, el autor hace referencia a algunas aplicaciones
que se mencionan en los ejercicios, algunas de ellas, relativas a la inge-
nieria, la probabilidad, la estadistica. La mayoria de las aplicaciones li-
gadas al Teorema Fundamental del Calculo, sin embargo, son intrinse-
cas a las matematicas. También, se observa que muchos de estos ejerci-
cios propician tratamientos en por lo menos dos registros, sugiriendo
de forma explicita la conversién. Algunos de ellos sugieren al lector el
simple cambio de registros, otros, la coordinacién entre ellos también.
No obstante, pocos ejercicios o casi ninguno privilegian la demostra-
cion. Por consiguiente, se determina que la presentacién del Teorema
Fundamental del Calculo sugiere la coordinacion entre los registros
simbdlico y grafico y, en algunos casos, la lengua natural sugiere esa
coordinacion.
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CAPITULO CUARTO
ESTUDIOS SOBRE LA METODOLOGIA SEMIOTICA DE LA
INGENIERIA DIDACTICA EN ESTUDIANTES UNIVERSITARIOS

En este capitulo se presentan las caracteristicas de los sujetos de inves-
tigacion ademas de los recursos con los que se cuentan para la consu-
macioén de las actividades de la fase experimental, también se describen
los instrumentos utilizados para la recoleccion de datos, terminando
con el desarrollo del analisis a priori, a posteriori y la validacion de la
ingenieria, como lo indica la metodologia de la ingenieria didactica.

Esta investigacion se realizo con estudiantes de la carrera Ingenie-
ria de Alimentos de la Universidad Nacional del Callao, que cursan por
primera vez la asignatura Matematicas 11, durante el ciclo académico
2017-2. El curso esta compuesto por 70 estudiantes entre varones y
mujeres, cuyas edades varian entre 17 y 19 afios. El objeto de este es-
tudio fue el Teorema Fundamental del Calculo, desarrollado durante la
primera semana del ciclo junto con los temas de sumatorias, integral
definida, asi como sus propiedades.

De esta manera, los sujetos de investigacion tienen como conoci-
mientos previos conceptos de funciones reales de variable real asi
como de limites, de funciones reales de variable real, continuidad de
una funcidn real de variable real, derivada de una funcién real de va-
riable real y calculo de antiderivadas; estos temas fueron tratados en
el curso de Matematicas 1, ademas, tienen conocimientos que adquirie-
ron en el curso de Matematicas 11 como sumatorias, la integral definida
como el limites de las sumas de Riemann y la interpretacién de la inte-
gral como el area bajo la curva, siendo esto ultimo imprescindible para
el desarrollo de esta investigacion.

La parte experimental se desarrolld con diez estudiantes quienes
participaron de forma voluntaria, firmando el “Protocolo de consenti-
miento informado para participantes”, y fueron agrupados en parejas.
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Sin embargo, en el andlisis s6lo se consideraron dos parejas debido a
su mayor desempeio desde el inicio de la experimentacion hasta el fi-
nal. En la Tabla 5 se detalla cada pareja asignandole un nombre a cada
integrante.

Tabla 5
Sujetos de investigacion

N° PAREJA INTEGRANTES
1 CaMILA y RICARDO
2 AMALIA y JOEL

Por otro lado, para el desarrollo de la experimentacion se conté con el
apoyo del profesor del curso y con el apoyo de la Facultad de Ingenieria
de Alimentos, que brind6 su laboratorio de cémputo para llevar a cabo
la experimentacion.

De esta manera, se considera que la experimentacion consta de una
situacion problema y, de acuerdo con ALMOULOUD?® es una actividad
en donde la intencidon de ensefiar no esta implicita, pero fue pensada y
disefiada con ese fin, y que esta constituida por un conjunto de cuestio-
nes abiertas y/o cerradas en un contexto mas o menos matematizado
las cuales presentan problemas en uno o varios dominios del saber y
del conocimiento. Para el autor; la finalidad de una situacién problema
es el empleo de implicito, en un principio, y después explicito de nue-
vos objetos matematicos mediante cuestiones que se manifiestan los
estudiantes al resolver el problema.

Con respecto al disefio de la situacién problema, se debe buscar que
los estudiantes comprendan los datos del problema y desarrollen el
problema usando los conocimientos previos que traen consigo, ade-
mas, la situacion debe lograr poner en juego el Teorema Fundamental
del Calculo que se quiere analizar. Asi como es imprescindible que el
estudiante perciba que sus conocimientos antiguos resultan insufi-
cientes para la resolucion inmediata del problema. En este sentido, la

98 SADDO AG ALMOULOUD. “Modelo de ensino/aprendizagem baseado em situages-pro-
blema: aspectos teéricos e metodoldgicos”, en REVEMAT, vol. 11, n.° 2, 2016, pp. 109 a
141, disponible en [https://periodicos.ufsc.br/index.php/revemat/article/view/1981-
1322.2016v11n2p109].
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situacién problema se situa en el contexto de la ingenieria de alimen-
tos, en la produccién de jugos, y dentro de ella se presentan dos acti-
vidades las cuales se realizaran en dos sesiones durante una semana.

La primera actividad se realizé a lapiz y papel debido a que uno de
los intereses era analizar la forma en la cual los estudiantes encuentran
el significado al valor de la integral definida de acuerdo con el contexto
presentado. La segunda actividad se realizé con lapiz y papel, ademas,
del uso del software GeoGebra, el cual fue necesario debido a que los
estudiantes necesitaban realizar tratamientos en el registro grafico.

Por ultimo, para la recoleccién de los datos realizados se contara con
una grabadora de audio y, para poder grabar el trabajo en el GeoGebra,
se usara el programa Screen Record, del software aTube Catcher que
es de uso libre.

[. DIAGNOSTICO APLICADO A LA INVESTIGACION
A. Objetivo general

Analizar la coordinacién de las representaciones en los registros de
representacién semidtica: grafico - algebraico - lengua natural, que
los estudiantes de Ingenieria de Alimentos realizan cuando desarro-
llan una situacién problema relacionada al Teorema Fundamental del
Calculo -TFc-.

B. Objetivos especificos

e Determinar los tratamientos realizados en el registro grafico y alge-
braico por los estudiantes de Ingenieria de Alimentos cuando solu-
ciona una situacién problema relacionada al Teorema Fundamental
del Calculo —-TFc-.

¢ Estudiar la conversion de las representaciones en el registro gra-
fico para el registro algebraico y viceversa, que los estudiantes de
Ingenieria de Alimentos realizan cuando solucionan una situacién
problema relacionada al TFc.
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C. Andlisis de la situacion problema

Las actividades que conforman la situaciéon problema de este estudio
estadn basadas en los analisis preliminares y en los antecedentes; en
este caso, GRANDE”’, ROBLES et al.'® y ANACLETO'! recomiendan rea-
lizar actividades donde se presenten tasas de variacién, razones de
cambio, lo que cual permitira darle un significado al valor de la inte-
gral definida, ademdas de que éstas deben ser abordadas empleando
el proceso de acumulacién, con la ayuda de un software que permita
economizar tratamientos en el registro grafico asi como facilitar la per-
cepcién de estos.

Por consiguiente, este andlisis se basa en la Teoria de Registros de
Representacidon Semidtica porque es importante conocer cdmo los es-
tudiantes transitan por los diferentes registros y cémo coordinan las
representaciones de los objetos presentes en el Teorema Fundamental
del Calculo, en los registros algebraico, grafico, lengua natural y grafico
cAS. En la Tabla 6, se visualiza la composicién de la situacién problema
que se disefid para realizar la experimentacion.

Tabla 6
Descripcion de la situacion problema

En esta actividad los estudiantes relacionan el valor de
Actividad 1 | la integral definida con el volumen acumulado en un
tanque de pasteurizado.

SITUACION

PROBLEMA En esta actividad los estudiantes perciben la relaciéon

inversa, entre los procesos de integracion y derivacion,
Actividad 2 | presente en el Teorema Fundamental del Calculo, ade-
mas de cémo obtener el valor de una integral definida
sin emplear las sumas de Riemann.

99 GRANDE. “Um estudo epistemolégico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.

100 ROBLES ARREDONDO, TELLECHEA ARMENTA y FONT MOLL. “Una propuesta de acercamiento
alternativo al teorema fundamental del calculo’, cit.

101 ANACLETO. “Uma investigagdo sobre a aprendizagem do teorema fundamental do calculo”,
cit.
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1. Andlisis de la actividad 1

1) Actividad

Actividad 1: Produccién del jugo de mango

El grafico muestra el comportamiento que presenta el flujo de la mezcla del
zumo de mango en un tanque de pasteurizado inicialmente vacio, cuya uni-
dad de medida esta representada en litros/hora, en un dia de trabajo com-
puesto de dos turnos de horas cada uno.
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Tomando en cuenta las variables involucradas en el proceso de produccién
del jugo de mango, ;qué significado tiene para usted la regiéon sombreada
en cada caso?
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Una posible solucién al problema es: con la informacién presenta-
da en el registro de lengua natural y con las representaciones graficas
mostradas, se identifica tiempo como variable independiente, la cual
se representa por t, y larazén de cambio del volumen de zumo de man-
go en un tanque de pasteurizado inicialmente vacio, con respecto al
tiempo como variable dependiente, se representa por V'(t).

Ademas, el grafico mostrado en la actividad representa el comporta-
miento de V' (t) a medida que transcurren las horas, donde el tiempo
viene representado por el eje de las abscisas y la razén el cambio del
volumen por el eje de las ordenadas, con esto se puede concluir que la
region sombreada mostrada en cada item de la pregunta representa el
volumen acumulado de la mezcla de zumo de mango en el tanque de
pasteurizado a medida que transcurren las horas.

En el item a), la regién sombreada correspondiente representa el
volumen acumulado en el tanque durante las dos primeras horas, y el
valor de la medida del volumen se representa con la siguiente integral
definida:

[0~ (2) V'(©)dt = 1.600 (2) = 3.200 litros

En el item b), la regiéon sombreada representa el volumen acumulado
en el tanque durante las ocho primeras horas, y la medida de este volu-
men se representa mediante la siguiente integral definida:

J_07(8) V'(t) dt = 1.600 (6) - 960 (2) = 7.680 litros
2) Analisis a priori

El objetivo de esta actividad es lograr que los estudiantes relacionen
la regién sombreada bajo la curva con el volumen acumulado de la
mezcla de zumo de mango en el tanque de pasteurizacion, a partir de
los valores que presenta la razén de cambio. Se determina que los es-
tudiantes podrian resolver la actividad debido a que el concepto de
razon de cambio es trabajado en la asignatura de Matematicas I, pre-
rrequisito al curso de Matematicas 11. A continuacidn, se presentan las
variables micro-didacticas asociadas a esta actividad y los valores que
toman estas en la Tabla 7.

100



Katia Vigo Ingar

Tabla 7
Variables micro-didacticas presentes en la actividad 1

VARIABLE DIDACTICA VALORES DE LA VARIABLE

El instante de tiempo en el cual se debe | Dos horas
significar la regién sombreada. Ocho horas

Funcién es positiva: V'(t) >0

El signo que tiene la funcién: V'(t) Funcién es negativa: V'(£) <0

Por lo que se refiere al desarrollo de la actividad, se espera que las pa-
rejas lean el enunciado e intercambien ideas. Luego, podrian realizar la
conversion de las representaciones presentes en el registro en lengua
natural a sus respectivas representaciones en el registro algebraico,
como, por ejemplo, que representen la variable independiente tiempo,
con la letra t y la variable dependiente razén de cambio del volumen,
con V' (t) que viene a ser la representacion algebraica de la derivada
de la funcién volumen. Seguido, se espera que los estudiantes repre-
senten el eje de las abscisas y el eje de las ordenadas con la variable t
con la variable V' (t) respectivamente con la finalidad de encontrar el
significado de la region sombreada mostrada en los items a) y b).

Una vez identificadas las variables independiente y dependiente
como el tiempo (en horas) y la razén de cambio del volumen (en litros
por hora), los estudiantes podrian movilizar sus conocimientos pre-
vios sobre tasas de variacidn y razones de cambio, las cuales fueron
trabajadas en cursos anteriores como Matematicas 1y Fisica I, para po-
der realizar la conversion de la representacion de la region sombreada
en el registro grafico presentado hacia el registro en lengua natural, es
decir, concluir que la region sombreada representa el volumen acumu-
lado en el tanque de pasteurizado; para asi realizar la conversion de
esta representacion hacia otra en el registro algebraico movilizando
sus conocimientos de integral definida. Esto es la medida del volumen
acumulado, luego de t horas, se representa mediante la integral defini-
da/ 0”(t) V' (t)dt. Enla Figura 35 se mostraran las conversiones que se
espera que realicen los estudiantes.
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Figura 35
Conversiones esperadas en el analisis a priori
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También se espera que los estudiantes logren identificar propiedades
de la funcién que modela la razén de cambio del volumen acumulado
a medida que transcurren las horas mediante la percepcion de la re-
presentacion grafica mostrada, esto quiere decir que durante las seis
primeras horas el volumen de la mezcla en el tanque aumenta a razén
constante de 1.600 litros/hora y durante las siguientes horas el volu-
men de la mezcla en el tanque disminuye a razén de 960 litros/hora.
Esto permitiria a los estudiantes realizar la conversion de esta propie-
dad de la raz6n de cambio representada en el registro lengua natural
al registro algebraico, como por ejemplo, V'(t) = 1.600, t € [0,6] y V'(t)
=-960,t € 6,164 [.

Asi mismo, para obtener la medida del volumen acumulado de la
mezcla de zumo de mango en cada item se espera que las parejas rea-
licen tratamientos en el registro numérico, calculos numéricos (sumas,
restas, multiplicaciones y divisiones); por ejemplo, en el item a) se rea-
lizaria la siguiente multiplicacion 1.600(2) = 3.200, previamente las
parejas relacionarian la regiéon sombreada con el area de un rectangulo
y con ello realizarian la conversion de la representacion de la medida
del area de dicha region del registro grafico al registro numérico. Tam-
bién, que las parejas realicen la conversidon de la representacion del
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volumen acumulado al cabo de dos horas en el registro grafico al regis-
tro algebraico, es decir: /_ 0”(2) V'(t)dt. Luego, los estudiantes deben
percibir que ambas representaciones (en el registro numérico y en el
registro algebraico) corresponden al mismo objeto matematico (volu-
men acumulado al cabo de dos horas), lo que quiere decir:

[07(2) V'(8)dt = 1.600 (2) = 3.200 litros

Para resolver el item b) los estudiantes deberian realizar los mismos
tratamientos y las conversiones explicadas para el item a). Ademas,
conviene subrayar, que este item movilizaria sus conocimientos pre-
vios del concepto razén de cambio, los cuales corresponden a la mo-
notonia de una funcién en un intervalo en relacion con el signo que
presente su derivada, y asi nuevamente percibir que ambas represen-
taciones (en el registro numérico y en el registro algebraico) corres-
ponde al mismo objeto matematico (volumen acumulado al cabo de
ocho horas) es decir:

J-07(8) V'(t)dt = 1.600 (6) - 960 (2) = 7.680 litros
3) Analisis a posteriori

Al inicio de esta actividad las parejas leyeron el enunciado que se plan-
teo en el problema e intercambiaron ideas tal como se habia previsto
en el andlisis a priori. Es importante acotar que los estudiantes iden-
tificaron frases que les permitieron encontrar significado al problema
planteado en la actividad, lo cual se manifesté en las acciones realiza-
das por ellos como subrayar frases y atribuirle significado a estas. En la
Figura 36 se presentan las acciones realizadas por la pareja 1, como su-
brayar frases y encerrarlas en circulos, al interactuar con el enunciado
de la actividad 1 con la finalidad de encontrar unidades significantes
para darle sentido al enunciado.

103



El teorema fundamental del cdlculo en el contexto de la teoria de registros...

Figura 36
Acciones realizadas por la pareja 1 al interactuar con la actividad 1

< Vol
El grafico muestra el comportamiento que presenta el '{IP;'_-::- de [a mm!_a-_{]if"ftdiﬂmf 0 €N un tanque

de pasteurizado, inicialmente vacio, cuya unidad de medida esta reprcscnla.t!a._x:?n ]ilrosfho en un dia

de trabajo compuesto de dos tumos de ocho horas cada uno.

Se determina entonces, que la primera pareja asocia el término mezcla
con el volumen en el tanque de pasteurizado debido a los comentarios
que realiza la pareja, si bien no es correcto porque este término hace
referencia a la razén de cambio del volumen a medida que transcurren
las horas. Otra acciéon importante es el reconocimiento de la represen-
tacion de las unidades que adquiere la razén de cambio del volumen,
lo cual se dio cuando la pareja realizaba comentarios como “nos dan
informacion de la derivada del volumen”.

Después, se visualiza en la Figura 37 las acciones realizadas por la
pareja 2 como el subrayado y el enmarcado de frases, al interactuar
con el enunciado de la primera actividad.

Figura 37
Subrayado y significado de frases realizados por la pareja 2

El gréfico muestra ¢l comportamiento que presenta el flujo de la mezcla de zumo de mango en un tanque

de pa.s‘leurizadu,’[micia]\in%tc vac.l’a cuya unidad de medida estd representada en litros/hora, en un dia
il yolumen.

de trabajo compuesto de dos tumos de ocho horas cada uno.

Con respecto a las acciones realizadas por la segunda pareja, se puede
notar que representa la condicidn inicial del volumen en el registro
algebraico con . Ademas, representa la unidad de medida litros/hora
con el volumen, lo cual no es correcto debido a que esas unidades co-
rresponden a la razén de cambio del volumen. Si bien las acciones rea-
lizadas por las parejas no son del todo correctas, muestran la intencién
de los estudiantes en darle significado a las determinadas frases al leer
el enunciado. A continuacién, se establece el producto realizado por las
parejas al dar solucidn a los items a) y b) de la primera actividad.
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— Pareja 1

En esta actividad, la pareja logré identificar las variables presentes, las
cuales fueron representadas en el registro lengua natural en el enun-
ciado tal como se habia previsto en el analisis a priori. Por ejemplo,
esto se evidencia cuando la pareja sefiala que la representacion grafica
muestra el comportamiento de la variacion del flujo en litros/hora, tal
como se muestra en la Figura 38.

Figura 38
Identificacion de las variables presentes
en el enunciado en el registro lengua natural
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La pareja identifico las variables presentadas en la actividad, es decir,
la variable independiente tiempo (en horas) la cual representa al eje de
las abscisas, y la variable dependiente variacién del flujo (en litros por
hora) la cual fue representada en el eje de las ordenadas por el simbolo
L/h. Estas representaciones se observan en la Figura 39, las cuales se
enmarcaron para poder resaltarlas. Se resalta, ademas, que la pareja
identifico las variables presentes en el registro de lengua natural, tal
como se habia previsto en el analisis a priori, sin embargo, no lograron
realizar la conversion de estas representaciones al registro algebraico.
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Figura 39
Representaciones de las variables involucradas
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Luego de representar las variables presentes en la actividad 1, la pare-
ja moviliza sus conocimientos de tasas de variacidn y con ello logran
representar la region sombreada con el volumen acumulado en el tan-
que de pasteurizacion, asi como se observa en la Figura 40, evidencian-
do que los estudiantes realizan la coordinacién de la representacion
del volumen acumulado en los registros de grafico y de lengua natural.

Figura 40
Representacion del volumen acumulado
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Con esto se determina que los estudiantes lograron encontrar que
el significado del area sombreada, en el contexto planteado, representa
el volumen acumulado por el tanque. De este modo, los estudiantes
alcanzaron la comprension del significado del area bajo la curva, tal
como lo sefiala DUVAL “la comprensién en matematica supone la coor-
dinacion de al menos dos registros de representacion”'%2, Sin embargo,
la pareja no logré realizar la coordinacion de la representacién en los
registros grafico, lengua natural y algebraico, debido a que no logra-
ron realizar la formacion del registro algebraico, la cual consiste en la
representacion del volumen acumulado en el tanque luego de T horas
con [_0™N(T) V' (t)dt.

Por otro lado, la pareja utilizé la representacion grafica de la funcién
que modela la razén de cambio y a partir de ella movilizé sus conoci-
mientos de derivadas, con los cuales logré identificar las propiedades
de esta funcion. Esta accion se evidencia en la Figura 41, la cual se en-
marco, cuando los estudiantes indican que “a partir de la sexta hora
la variacién es negativa, esto quiere decir, que habra una pérdida de
-1.920 litros”, con lo cual se plantea que los estudiantes representaron
en el registro lengua natural el comportamiento del volumen a partir
del signo de surazén de cambio. Con respecto al signo positivo de la ra-
z6n de cambio no queda muy clara la conclusién que obtuvieron sobre
el volumen acumulado durante las seis primeras horas, pues sefialan
que “la variacién fue constante y eficiente” lo cual no establece el com-
portamiento esperado en el analisis a priori.

102 DuvVAL. Los problemas fundamentales en el aprendizaje de las matemadticas y las formas
superiores del desarrollo cognitivo:..., cit.,, p. 14.
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Figura 41
Representaciones en el registro lengua natural
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A continuacioén, se presenta la solucién realizada por la pareja en los
items planteados:

ftem a): La pareja realizé la coordinacién de la representacion de la
medida del area de la regién sombreada en los registros lengua natural
y numérica. La representacion en lengua natural se evidencia cuando
sefialan que “la variacion del flujo fue continua durante las dos prime-
ras horas en la cual se puede observar que el volumen adquirido hasta
ese entonces fue de 3.200 litros” (tal como se observa en la Figura 42).
Ademas, la pareja representd de forma previa la regiéon sombreada en
el registro numérico y luego realiz6 tratamientos, calculos realizados,
en este registro.

Figura 42
Tratamientos realizados en el registro numeérico al resolver el item a)
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Asi mismo, se sefiala que esta pareja no realiz6 la representacion de
la medida del volumen en el registro algebraico y por ello no se realiz6
la coordinacion de las representaciones de este objeto en los registros
algebraico, numérico y lengua natural.

ftem b): La pareja procedié de manera similar al item a), representd la
region sombreada en el grafico con el volumen acumulado en el tanque
a medida que transcurrian las horas; también realiz6 tratamientos (tal
como se visualiza en la Figura 43) en el registro numérico para obtener
la medida del volumen acumulado durante las primeras seis horas y en
las siguientes dos horas, por ejemplo 9.600 - 1.920 = 7.680 L, siendo
este ultimo no explicito en la ficha de trabajo, pero se realizé para ob-
tener la respuesta a la pregunta solicitada.

Figura 43
Tratamientos en el registro numérico al resolver el item b)
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De esta manera, se evidencian los tratamientos explicitos realizados
por la primera pareja para dar solucién al item b) de la actividad 1,
considerando que esta manera de realizar las operaciones esta basada
en sus conocimientos previos obtenidos en los cursos Fisica y Quimica.
Por otro lado, si bien la pareja no represent6 la medida del volumen
en el registro algebraico, si represent6 la region sombreada en el re-
gistro numérico donde ademas realizaron los tratamientos que fueron
basados en sus conocimientos previos de integrales definidas, pues su
procedimiento de calculo son muy similares a la siguiente propiedad
J0N8) V' (t)dt =/ 07(6) V' (t)dt + ) 67(8) V'(t)dt. En la Figura 44, se
visualiza la representacion de la medida del volumen en el registro len-
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gua natural durante las seis primeras horas y en las posteriores dos,
siendo esta ultima no explicita en el enunciado, pero el calculo realiza-
do por los estudiantes muestra que si lo es.

Figura 44
Representacion de la medida del volumen acumulado
en el registro lengua natural
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Por consiguiente, la pareja logré encontrar el significado de la regiéon
sombreada en el contexto planteado, con lo cual se cumplié el objetivo
de la actividad, también el producto, realizado por los estudiantes al
resolver los items, evidencia que lograron realizar la coordinacion de
la representacidn de la region sombreada en los registros grafico, len-
gua natural y numérico.

— Pareja 2

En esta actividad, la pareja realiz6 la conversion de la representacion
de la variable independiente, tiempo del registro de lengua natural al
registro algebraico como se habia previsto en el andlisis a priori, esto
se evidencia cuando emplean la letra t para representar la cantidad de
horas transcurridas; de modo similar cuando representaron la tasa de
variacion del flujo a medida que transcurren las horas con la represen-
tacion algebraica de la derivada del volumen dV/dt, la cual es una re-
presentacion equivalente a la prevista de manera a priori V' (t). Estas
representaciones se evidencian en el producto realizado por la pareja,
la cual se enmarco y se muestra en la Figura 45.
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Figura 45
Representaciones de las variables involucradas
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Ademas, la pareja representa el eje de las abscisas y ordenadas con las
variables mencionadas antes, es decir, al eje x con la variable tiempo y
al eje y con la razén de cambio del volumen ambas representadas con
t y dV/dt respectivamente. También, la pareja identifica los turnos en
los cuales opera la empresa, lo cual no fue considerado en el analisis a
priori, debido a que no es relevante en la resolucion.

La pareja emplea la representacion grafica de la funcién que modela
la razén de cambio para obtener informacién del comportamiento del
volumen, para lo cual movilizan sus conocimientos previos de deriva-
das logrando identificar propiedades de esta. Por ejemplo, cuando los
integrantes indican que durante “las seis primeras horas la produccion
fue constante (1.600[t/h)” y “las dos horas restantes al primer turno
hubo una perdida cte igual de 960lt/h”. Con estas acciones, la pareja
logra representar en el registro lengua natural el comportamiento de
la razén de cambio y el valor de esta durante las seis primeras horas,
asf como en las siguientes dos horas, tal como lo muestra el producto
realizado por los estudiantes en la Figura 46.
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Figura 46
Representacion del comportamiento
de la razén de cambio en el registro lengua natural
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Sin embargo, la pareja no logré realizar la conversion de esta ultima
representacion, la propiedad de la razon de cambio, en el registro de
lengua natural hacia una representacion algebraica, lo cual se habia
supuesto a priori. Ademas, la pareja logro plantear que la region som-
breada representa el volumen acumulado, el cual es el significado que
adquiere la region segun el contexto presentado. Para ello realizaron
la conversion de la representacion del volumen en el registro grafico
hacia el registro algebraico (como se observa en la Figura 47), cuando
los estudiantes establecen dicha transformacién con una flecha, y lue-

go realizan otra conversion de esta ultima representacion hacia una en
el registro lengua natural.
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Figura 47
Representaciones del volumen acumulado en los registros grafico,
algebraico y lengua natural
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En la figura 54, se observa que /_0”(2) f (x)dx representa algebraica-
mente el volumen acumulado en litros, lo cual se evidencia cuando los
estudiantes le hacen corresponder la frase “litros obtenidos en horas”.
Si bien lo correcto seria plantear que la representacion / 07(2) f (x)
dx equivale a la cantidad de litros acumulados al cabo de dos horas de
iniciado el proceso, no desmerece el significado de la representaciéon
de la regiéon sombreada. Con esto la pareja realizé la coordinacion de
la representacion del objeto del volumen acumulado en tres registros
grafico, algebraico y lengua natural.

De esta manera, los estudiantes lograron realizar las conversiones
que se habian supuesto en el analisis a priori con la Unica diferencia
de que no lograron realizar dichas transformaciones para un instante
cualquiera t sino para un valor tiempo en particular que fue la segunda
hora; se hace la suposicién de que si la pregunta hubiese sido para una
hora cualquiera t, los estudiantes podrian haber realizado lo esperado.

A continuacion, se presenta la solucion realizada por la segunda pa-
reja en los items planteados:
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ftem a): La pareja logra realizar la coordinacién de la representa-
cion de la medida del area de la region sombreada en los registros alge-
braico, numérico y de lengua natural, esto se evidencia cuando sefialan
“el valor del area (3.200) que representa la cantidad obtenida (volu-
men) en dos horas”; en esta frase la pareja representa la medida del
area de la region sombreada con el volumen acumulado en el tanque
al cabo de dos horas, ademas, al obtener la medida de dicho volumen
(3.200 litros), ha realizado una conversion de la representacion en len-
gua natural al registro numérico, y previamente realiz6 tratamientos
en el registro numérico los cuales no se presentan de manera explicita
en la ficha de trabajo, pero que el profesor investigador si observé en
la experimentacion.

También, la pareja logré representar la medida de la regiéon som-
breada con la integral definida /_ 0”(2) V" (¢t)dt lo cual muestra que re-
presentaron la medida del volumen en los registros que se habia su-
puesto a priori. En la Figura 48 se observan las acciones realizadas por
la pareja al dar solucién a este item.

Figura 48
Coordinacion de la representacion del objeto medida del area
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En la Figura 48 se visualiza el producto realizado por la segunda pa-
reja, en el cual se puede observar la coordinacién de la representaciéon
del volumen acumulado en los registros grafico, algebraico, numérico
y lengua natural.

ftem b): La regién sombreada en este item representa graficamente
el volumen acumulado en el tanque de pasteurizado, la cual es repre-
sentada en el registro algebraico como /_0*(6) M (x)dx + /_6"(8) P (x)
dx, esto es consecuencia de la realizacion de un tratamiento a la repre-
sentacién /_07(8) V' (t)dt el cual no se muestra de manera explicita en
la ficha de trabajo, pero que se realiz6 debido a sus conocimientos de
integral definida y a los comentarios que realizaba la pareja, los cuales
fueron documentados por los observadores.

De esta manera, los estudiantes representaron algebraicamente la
funcién razon de cambio durante las primeras seis horas y las diez ho-
ras restantes con M(x) y P(x) respectivamente, estas representaciones
no fueron contempladas en el andlisis a priori, sin embargo, no impi-
dieron dar solucién a la pregunta planteada.

Por otro lado, la pareja realiza la conversion del registro algebraico
al registro lengua natural, manifestandose cuando los estudiantes se-
nalan que /_ 0”(6) M(x) dx representa el volumen acumulado durante
las seis primeras horas y / 6" (8) P(x) dx representa el volumen acu-
mulado entre la sexta y octava hora. Luego, realiza la conversién de
esta ultima representacién al registro numérico, manifestando el vo-
lumen acumulado durante las seis primeras horas por 9.600 litros y
al volumen acumulado en las siguientes dos horas representado por
-1.920 litros, y por ultimo para dar solucién a este item realizando un
tratamiento en este registro como se habia contemplado en el analisis
a priori. En la Figura 49, se visualizan las representaciones realizadas
por los estudiantes al dar solucion al item b).
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Figura 49
Representacion de la medida del volumen
acumulado en diferentes registros

Lag & Peimoyas horat o

. "—"m&utdoﬂ [T .

o Consdant t.i,T(..ch.,f' _k}
51 _ los 1 hovas

restonies dod 1* Towno

: i huko uno purdide .

-._,h;__ C& .%L-_;ﬁm c{ﬁﬂf-ﬁ;r,\gic.\_

-4

L EYRERIEREE

....1|.|.--v---.i

?m:n aeiem!

i bR

.“; di] 17 Tinne

i o

bt AL ffe=———======c=d-q

i;r i . A ahew 1._{.‘ :
i -::uw sulenida YLD :‘ i
1 Las & ﬂT'iW"{'S ewnire las G-F IT‘ST‘K_-S:
:I'-. ared ( .'.;:{,..,,.;-y-ua‘ﬁ‘r !
BY, f\,p uﬂ““} !
S -lt;'--"-t-t-?;- feoreiinia £ huw e

la I‘lcz,dr._, cbtmide durenie Prmmer

Torno & 19400 - 420 = T6i0 :

La Figura 49 muestra la coordinacion de la representacion del volu-
men acumulado en los registros grafico, algebraico, lengua natural y
numérico; ademas del tratamiento realizado en el registro numérico
para dar solucién al item b). Con esto, la pareja de estudiantes no s6lo
ha representado el objeto de estudio en cuatro registros de represen-
tacion semiotica, sino que ademas ha logrado coordinar dichas repre-
sentaciones en los registros mencionados. Segin DUVAL'% con esto los
estudiantes han logrado la comprension del significado que adquiere
la region sombreada en el contexto planteado, lo cual era el objetivo de
la actividad.

Luego de comparar el analisis a priori realizado con lo desarrollado
por las parejas con el analisis a posteriori, se puede concluir que los

103 DuvAL. “Registros de representacdes semioética e funcionamento cognitivo da compreen-
sdo em matematica”, cit.
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estudiantes lograron establecer que la medida del area bajo la curva
representa el volumen acumulado de la mezcla en el tanque de pasteu-
rizado, con lo cual se cumple el objetivo de la actividad. Ademas, han
logrado realizar transformaciones externas e internas, conversiones,
tratamientos, con lo cual se cumplen parte de los objetivos especificos
de este estudio. También se pudo verificar que la segunda pareja lo-
gro coordinar las representaciones en los registros algebraico, grafico
y lengua natural lo cual muestra el cumplimiento del objetivo general
de este estudio.

4) Socializacion de la actividad

Al terminar la primera actividad, se generalizan los resultados obteni-
dos por las parejas; el profesor investigador socializa el significado que
adquiere la region sombreada en el contexto planteado como el volu-
men acumulado de la mezcla en el tanque de pasteurizado y la medida
del area de la region que representa la medida del volumen acumula-
do, tal como se muestra en la Figura 50.

Figura 50
Representacion del volumen acumulado en diferentes registros
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2. Analisis de la actividad 2

1) Actividad

Actividad 2: Situacion inesperada en la produccion

Un determinado dia el ingeniero responsable de la produccién detecté un retra-
so en la extraccion del zumo de mango, por lo cual debe acelerar el proceso de
pasteurizado y con ello no afectar el proceso de envasado. Para lograr este fin
el ingeniero proyecta que dicho proceso se debe realizar en 12 horas y ademas
el flujo de la mezcla en litros por hora en el tanque de pasteurizado vacio ini-
cialmente debe seguir el comportamiento representado en el siguiente grafico.
Considere que el tramo curvo se modela con una funcién cuadratica con vértice
en el punto (6, 0).

1800 ST T ;4
15000 - i
1200 g

1. Debido a que se acelera el proceso, se debe hacer un seguimiento al volumen
que se va acumulando en el tanque de pasteurizado a medida que pasan las ho-
ras. El ingeniero encargado de proceso recomienda medir el volumen de la mez-
cla en los siguientes tiempos:

a) A dos horas de iniciado el proceso.
b) A cinco horas de iniciado el proceso.
) A nueve horas de iniciado el proceso.
d) A doce horas de iniciado el proceso.
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2. Para tener evidencia de lo ocurrido en el proceso pasteurizado, el ingeniero
solicita realizar la grafica de la funcién que representa el comportamiento del
volumen de la mezcla a medida que pasan las horas. Realice un esbozo de la gra-
fica que modela el volumen acumulado de la mezcla en el tanque a medida que
pasen las horas.

3. Gracias a los datos obtenidos en los items 1) y 2), y con la ayuda del software
GeoGebra, el departamento de produccidon realiza una aproximacion para el com-
portamiento del volumen acumulado a medida que transcurren las horas; para
validar el modelo encontrado y cumplir las normas de calidad establecidas el
ingeniero responsable recomienda calcular el flujo (litros/hora) a partir de la
representacion grafica del volumen acumulado.

Para realizar dicha validacién el departamento de produccién presenta un mo-
delo aproximado del comportamiento del volumen a medida que transcurren las
horas en el archivo MODELO_APROXIMADO.ggb, el cual estd ubicado en el escritorio
de cada maquina. Compruebe si el modelo presentado cumple los requerimien-
tos del ingeniero responsable de la produccidn.

4. La gerencia realiza un estudio de mercado a nivel nacional, el cual muestra
que el jugo es muy dulce y espeso sélo para los habitantes del departamento de
Trujillo, por tal motivo la empresa decide disolver el zumo de mango que esta des-
tinado a ese departamento. El proceso de disolucién del zumo consiste en agregar
inicialmente 1.300 litros de agua al tanque antes de verter el zumo de mango.

El ingeniero encargado de esta produccién recomienda realizar un seguimiento
al volumen del zumo, ya disuelto, en el tanque a medida que transcurren las ho-
ras, para ello se debe realizar un grafico que represente el compartimiento del
volumen del zumo de mango, disuelto, en el tanque de pasteurizado a medida
que transcurren las horas. Considere que la disolucién de la mezcla ocurre de
manera instantanea y que la mezcla que se obtiene es homogénea.

Esta actividad estd compuesta por cuatro preguntas de las cuales la
primera consta de cuatro items (a, b, c, d). Las preguntas estan formu-
ladas de manera secuencial de modo que al resolver una se pueda re-
solver la siguiente. Se considera que los estudiantes podrian resolver la
actividad debido a que el concepto de razén de cambio, recta tangente
al grafico de una funcién, pendiente de una recta, funcién lineal, fun-
cion cuadratica, integral definida son conceptos previos trabajados en
las asignaturas de Matematicas 1 y Matematicas 11, ademas no tendran
inconvenientes con el empleo del software debido a que cuentan con
conocimientos del mismo.
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De manera similar a la primera actividad se representa graficamente
el comportamiento que sigue la razén de cambio del volumen (en litros
por hora) a medida que transcurre el tiempo (en horas). Del enunciado
se puede identificar la variable independiente, el tiempo t en horas y
la variable dependiente, la razén de cambio dV /dt en litros por hora;
con ello se espera que los estudiantes reconozcan que el significado del
area bajo la curva viene a ser el volumen acumulado en el tanque de
pasteurizado.

Una posible soluciéon de la actividad 2 es: en la primera pregunta
de esta actividad el ingeniero encargado de la produccién recomien-
da medir el volumen de la mezcla en el tanque de pasteurizado en
distintos tiempos. Al cabo de dos horas el volumen acumulado de la
mezcla en el tanque de pasteurizado viene dado por [ 07(2) V' (t)dt
= ((1.200+1.500)/2)2 = 2.700 litros. Luego, al cabo de cinco horas el
volumen acumulado es dado por / 0”(5) V' (t)dt = ((1.200+1.800)/2)4
+ 1.800 (1) = 7.800 litros. De igual manera para el item c), el volumen
acumulado de la mezcla en el tanque de pasteurizado al cabo de nue-
ve horas es S 0*(9) V' (t)dt = ((1.200+1.800)/2)4 + 1.800 (2) - 1/3
(1.200)(3) = 8.400 litros y al cabo de 12 horas de iniciado el proceso
de pasteurizado el volumen acumulado asciende a /[ 0*(12) V' (t)dt =
((1.200+1.800)/2)4 + 1.800 (2) - 1/3 (4.800)(6) = 0 litros, con lo cual
finaliza el proceso y el tanque queda vacio. Esta pregunta también pue-
de ser realizada con la ayuda del GeoGebra.

En la segunda pregunta, para obtener la representacion solicitada
de la funciéon volumen, se procedera primero a calcular el volumen
acumulado de la mezcla para cada hora, usando el comando integral
del GeoGebra, previamente definida la funcién razén de cambio a la
cual denominamos f. Después, se organiza una tabla con los valores del
volumen en cada hora, tal como se muestra en la Tabla 8.

Tabla 8
Representacion tabular de la funciéon volumen
amedida que transcurren las horas

t 0 1 2 3 4 5 6

S0t V' (t)dt 0 1.275 | 2.700 | 4.275 | 6.000 | 7.800 | 9.600
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7 8 9 10 11 12

9.555,56 9.244,44 8.400 | 6.755,56 | 4.044,44 0

Los valores presentes en la Tabla 8 fueron obtenidos con la sentencia
integral (f, 0, t), donde la variable t toma los valores de cero a 12 horas.
Es importante acotar que se puede construir una tabla con mas valores
si es que se desea realizar un esbozo mas aproximado. A continuacidn,
en la Figura 51 se observa la representacion grafica en la tabla y la
funciéon que modela el volumen acumulado a medida que transcurren
las horas.

Figura 51
Representacion grafica de los datos organizados

en la tabla y de la funcion que modela el volumen acumulado

Voldmen “f:l

Tiempo(h)

1?]455?!!1‘1‘#1!1#1515

En la tercera pregunta, a diferencia de las preguntas anteriores, se
debe utilizar el archivo MODELO_APROXIMADO.ggb; al abrir el archivo
se observa una representacion grafica cas (tal como se visualiza en la
Figura 52), del modelo aproximado del comportamiento que presenta
el volumen acumulado a medida que transcurren las horas.
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Figura 52
Representacion grafica de la funciéon volumen acumulado
en el GeoGebra, realizada por el departamento de produccién
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Para dar solucidn a esta pregunta se debe verificar que esta representa-
cion grafica de la funcién corresponda al comportamiento del volumen
acumulado en el tanque de pasteurizado. De esta manera, el criterio
para validar el modelo presentado consiste en obtener la representa-
cion grafica de la derivada a partir de la representacion obtenida por
el departamento de produccién y con esta comparar la representaciéon
obtenida con la brindada en el enunciado de la actividad 2. Para ello, se
utiliza el comando Derivada( <Funcién>) del GeoGebra y la vista alge-
braica para visualizar la variable empleada, rétulo de la funcién en el
software, que representa la funcién que define el volumen acumulado
y asi poder emplearla en el comando Derivada. Luego de realizar los
pasos descritos se obtiene en la vista grafica la representacion de la
funcién razén de cambio.
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Figura 53
Representacion grafica cas de la funcién razén de cambio
del volumen acumulado a medida que transcurren las horas
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En la Figura 53 se observa la funcién que representa el volumen acu-
mulado asi como el rétulo g, que presenta previa activaciéon de este en
la vista algebraica, y la representacion de la razén de cambio del volu-
men en el registro grafico caAs la cual ya puede ser comparada con la
presentada en el enunciado de esta actividad. Para comparar la razon
de cambio obtenida con el apoyo del GeoGebra con la brindada en el
enunciado de la actividad se realiza un tratamiento, el cual consiste en
hacer un zoom seleccionando la opcidn aproximar'®* del GeoGebra, en
el registro grafico cAs obteniendo la representacidon que se muestra en
la Figura 54.
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Figura 54
Representacion de la razén de cambio del volumen
en el registro grafico cAs
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Se puede observar que la representacion mostrada en la Figura 54
coincide con la representacion grafica de la razén de cambio del vo-
lumen presentada en el enunciado de la actividad, con lo cual se com-
prueba que el modelo realizado por el departamento de produccién
efectivamente representa el comportamiento del volumen acumulado
en el tanque a medida que transcurren las horas.

En la cuarta y ultima pregunta de la actividad se debe realizar una
representacion grafica de la funciéon que modela el volumen del mango
ya disuelto. Para realizar la representacion grafica de la funcion pedi-
da se utiliza la condicién inicial que presenta el problema, el tanque
contiene inicialmente 1.300 litros de agua que serviran para disolver
la mezcla, la cual nos permitira plantear que el volumen de la mezcla
ya disuelta sea representado de manera algebraica con V (t) = 1.300 +
J07(¢t) V' (x)dx cuyo grafico se muestra en la Figura 55.
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Figura 55
Representacion grafica cas del volumen acumulado (inicial) y del
volumen acumulado disuelto (final) a medida que transcurre las horas

Voltmen disuelio

Vallimen inicial

Para representar de forma grafica el volumen disuelto de la mezcla, se-
falado en la Figura 55, se emplea la sentencia g + 1.300 en la ventana
de comandos del GeoGebra, donde g representa la funcién volumen
acumulado sin disolver la obtenida en la pregunta tres.

2) Andlisis a priori

Los objetivos de esta actividad es que los estudiantes logren:

e Realizar tratamientos en el registro numeérico, grafico y grafico cas
con la finalidad de obtener la representacién del volumen acumu-
lado en el tanque de pasteurizado.

¢ Representar la funcion que modela el volumen acumulado en el
tanque de pasteurizado en el registro algebraico, grafico y registro
grafico cas.

De esta manera, la actividad busca alcanzar los objetivos especificos

y con ellos el objetivo general de esta investigacion. Se presenta en la
Tabla 9 las variables micro-didacticas presentes en la actividad:
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Tabla 9
Variables micro-didacticas movilizadas en la actividad 2

VARIABLE DIDACTICA VALORES DE LA VARIABLE

Lineal f(x) =mx+b
Constante f (x) =c
Cuadratico f{x) =ax*+bx +c

El comportamiento que tiene la funcién
razén de cambio

El comportamiento de la funciéon de
manera explicita en la representacion | Implicito
grafica presentada en el archivo MoDE- | Explicito
LO_APROXIMADO.ggb

Expuesta

Vista algebraica en el GeoGebra Oculta

Con respecto al desarrollo de la segunda actividad, las parejas leeran
el enunciado, intercambiaran ideas y con estas acciones se espera que
realicen la coordinacion de la representacion del volumen acumulado
de la mezcla luego de t horas en los registros grafico, algebraico y len-
gua natural conforme se muestra en la Figura 56.

Figura 56
Coordinacion de la representacion en los registros grafico,
algebraico y lengua natural de la representacion de la integral definida

Integral definida
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La Figura 56 muestra las representaciones del volumen acumulado
y la integral definida en el contexto de la situaciéon problema en los
registros esperados. Estas conversiones podran ser realizadas por las
parejas debido a sus conocimientos previos de calculo integral y a lo
realizado en la primera actividad, donde encontré que el area bajo la
curva representa el volumen acumulado de la mezcla en el tanque de

pasteurizado, ademas, esta se representa algebraicamente como V (t)
=[07t) V' (x)dx.

— Pregunta 1

Para dar solucién al item a) se espera que las parejas realicen la coordi-
nacion de la representacion del volumen acumulado al cabo de dos ho-
ras en los registros grafico, algebraico y lengua natural; luego, para obte-
ner la medida del volumen acumulado, al cabo de dos horas, realicen la
conversidn de la representacion del registro grafico al registro figural de
la siguiente manera: los estudiantes asociarian la regién que representa
el volumen acumulado en el registro grafico con la superficie de un tra-
pecio y con ello la medida del volumen acumulado es igual a la medida
del area del trapecio determinado tal como se observa en la Figura 57.

Figura 57
Conversion del volumen acumulado al cabo de dos horas

del registro grafico al registro figural
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Una vez realizada la conversidn, se espera que los estudiantes rea-
licen otra conversion de esta representacidn, en el registro figural, al
registro numeérico obteniendo asi la medida del volumen solicitado de
la siguiente manera /_0”(2) V’'(t)dt=((1.200 + 1.500)/2)2, por ultimo
para obtener el valor volumen acumulado realizarian tratamientos en
el registro numérico ((1.200 + 1.500)/2)2 = 2.700 litros. Se hace énfa-
sis en que algunas parejas deben reconfigurar en un rectangulo y un
triangulo para encontrar la medida del trapecio, lo cual corresponde a
un tratamiento en el registro figural.

Por otro lado, para dar solucién al item b), los estudiantes realiza-
rian la coordinacién del volumen acumulado en los registros mostra-
dos antes. Luego, para obtener la medida del volumen al cabo de cinco
horas, se espera que las parejas realicen la conversion de la represen-
tacion del registro grafico al registro figural de modo similar al item
a), con la tnica diferencia que ahora asociarian la medida del volumen
acumulado con la medida de la superficie de un pentagono no regular,
asf como se puede observar en la Figura 58.

Figura 58
Acciones esperadas que realicen los estudiantes
para dar solucidn al item b) de la primera pregunta
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Para encontrar la medida de la superficie del poligono mencionado,
los estudiantes reconfigurarian la regién sombreada, el pentadgono, y
después realizarian una conversion del registro algebraico al registro
numérico con la cual el volumen acumulado al cabo de cinco horas es
J/07(5) V'(t)dt=((1.200 + 1.800)/2)4 + 1.800 (1), por ultimo, para que
obtengan el valor pedido deben realizar tratamientos en el registro nu-
mérico encontrando que el volumen asciende a 7.800 litros. Se puede
suponer que los estudiantes podrian llegar a la solucién de estos items
debido a sus conocimientos previos de calculo integral y de geometria.

Para solucionar el item c), los estudiantes deben realizar la coordi-
nacién de la representacion del volumen acumulado. Luego, para obte-
ner la medida del volumen al cabo de nueve horas, cuya representaciéon
grafica se muestra en la Figura 59, las parejas deben realizar la con-
version de esta representacion grafica a una representacion algebraica
JS07(9) V'(t)dt. Ademas, para calcular el valor de esa integral realiza-
ran el siguiente tratamiento, /_0*(9) V'(t)dt =/ 0"(6) V' (t)dt + [ 6"(9)
V’(t)dt, en el registro algebraico. Esto se da, gracias a los conocimientos
previos que tienen los estudiantes de integrales definidas.

Figura 59
Representacion grafica del volumen acumulado
al cabo de nueve horas

2900 4
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Para encontrar la medida del volumen acumulado durante las pri-
meras seis horas, los estudiantes procederan de modo similar que en
los items a) y b), es decir, que realizaran la conversion de la represen-
tacion del registro grafico al figural, asociando la medida del volumen
acumulado con la superficie de un pentagono irregular; luego, para ha-
llar la medida de la superficie, reconfiguraran el pentagono en un tra-
pecio y un rectangulo, tratamiento en el registro figural; luego, realiza-
ran una conversion de esta ultima representacion al registro numeérico
planteando que el volumen acumulado en el tanque de pasteurizacién
al cabo de seis horas de iniciado el proceso es ((1.200 + 1.800)/2) 4 +
1.800 (2); por ultimo, para obtener el valor de este volumen, realizaran
tratamientos en el registro numérico encontrando que este volumen
asciende a 9.600 litros.

Por otro lado, para obtener el valor de la integral [ 6”(9) V'(t)dt,
la cual corresponde al volumen acumulado durante las siguientes tres
horas, los estudiantes sienten la necesidad de utilizar el GeoGebra de-
bido a que no tienen los conocimientos previos para calcular dicho vo-
lumen. En esta etapa de la actividad se evidencia la aplicacién de la va-
riable didactica comportamiento que tiene la funcion razén de cambio.

Posterior a esto, para obtener el volumen acumulado entre la sexta
y novena hora, los estudiantes emplearan el comando Integral del soft-
ware GeoGebra, debido a que cuentan con una computadora a su dis-
posicidén ademads de sus conocimientos de este software, previamente
deberan encontrar la representacion algebraica de la funcién que mo-
dela la raz6n de cambio del volumen acumulado durante el intervalo
de tiempo analizado. Para que los estudiantes obtengan esta represen-
tacion algebraica deberan realizar la conversion de la representacion
grafica mostrada en el enunciado al registro de lengua natural, para
luego realizar la conversion de esta ultima al registro algebraico, rea-
lizando antes tratamientos en este dltimo registro, tal como se puede
visualizar en la Figura 60.
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Figura 60

representacion algebraica de la funcion que modela la razén de cambio
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Con la representacion obtenida en el registro algebraico los estudiantes
utilizarian el comando Integral del GeoGebra para obtener el volumen
acumulado en el tanque en el intervalo de tiempo comprendido desde
la sexta hasta la novena hora, para ello realizarian la conversién de la
representacion de la medida del volumen acumulado en el registro al-

gebraico al registro grafico cAs, tal como se muestra en la Figura 61.
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Figura 61
Conversion de la representacion algebraica del volumen acumulado
hacia una representacion en el registro grafico cas
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Luego, con el apoyo del GeoGebra, los estudiantes obtendran el valor
de la integral definida que asciende a —1.200. Por tultimo, realizaran
tratamientos en el registro numérico al igual que en los items a) y b)
obteniendo que el valor del volumen acumulado de la mezcla en el tan-
que durante las nueve primeras horas asciende a 8.400 litros.

Al final, para dar solucién al item d) se espera que los estudiantes
realicen las mismas transformaciones, conversiones y tratamientos,
para obtener el volumen acumulado durante las primeras 12 horas, es
decir [ 07(12) V'(t)dt=/0"(6) V' (t)dt + ) 6”712 V'(t)dt, obteniendo los
siguientes valores S 0”(6) V' (t)dt = 9.600 y S 6"(12) V' (t)dt = -9.600,
este dltimo con el uso del comando Integral; obteniendo asi que la me-
dida del volumen acumulado al cabo de 12 horas asciende a cero litros.

— Pregunta 2

Para realizar la representacion grafica solicitada en la pregunta, los es-
tudiantes con la ayuda del GeoGebra pueden obtener los valores del
volumen en intervalos de una hora, esto es parat =0, 1, 2... 12. Luego,
se espera que los valores sean organizados en una tabla y con ello rea-
lizar el esbozo pedido, tal como se visualiza en la Figura 62.
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Figura 62
Representacion del volumen en el registro grafico
por medio de la tabla
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Para obtener los valores presentados en la tabla mostrada en la Figura
62, las parejas deben realizar la coordinacion de la representacion del
volumen acumulado. Luego, para obtener la medida del volumen en las
horas mencionadas deben emplear el comando Integral, para lo cual
necesitan la representacion algebraica de la funcion que modela la ra-
z6n de cambio del volumen. A su vez, para obtener la razén de cambio
del volumen en el registro algebraico, los estudiantes deben realizar
las transformaciones a partir de la representacidn grafica presente en
el enunciado de la actividad 2, para efectuar una conversién hacia el
registro en lengua natural, y luego realizar una conversion de esta re-
presentacion al registro algebraico, tal como se puede observar en la
Figura 63.
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Figura 63
Conversiones realizadas a la representacion de la razén de cambio del volumen
en el registro grafico hacia una representacion en el registro algebraico
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Para obtener las representaciones de las funciones que modelan la ra-
z6n de cambio del volumen en el registro algebraico para horas ma-
yores a cuatro, los estudiantes deben proceder de manera similar a lo
mostrado en la Figura 63. Luego, la representacion de la funcién que
modela la razén de cambio del volumen es:

150t + 1.200, 0 <t <4
1.800, 4<t <6
400

s 3

vi(t) =
(t—6)P,6<t=<12

Mas adelante, con la representacion obtenida los estudiantes emplea-
ran el comando Integral del GeoGebra y con ello obtener los valores
organizados en la tabla presentada en la Figura 63.
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— Pregunta 3

A priori, en esta pregunta, los estudiantes al abrir el archivo MoDELO_
APROXIMADO.ggb presente en la computadora que tienen a su disposi-
cion, reconoceran que la representacion, en el registro grafico cAs, mo-
dela el posible comportamiento del volumen acumulado de la mezcla
de zumo de mango en el tanque de pasteurizado a medida que transcu-
rren las horas debido a que se asemeja a la representacion realizada en
la pregunta 2. En este sentido, se considera que los estudiantes puedan
entender esta pregunta, debido a que la representacién grafica mos-
trada en el archivo modela de forma correcta el comportamiento del
volumen acumulado, lo cual les permitira relacionarla con el esbozo
realizado en la pregunta anterior.

Una vez establecida la relacion entre la representacion mostrada en
el archivo, registro caAs, con la representacion grafica de la funcién que
modela el volumen acumulado, a medida que transcurren las horas,
las parejas s6lo deberan encontrar la manera de justificar la validez
de la conjetura realizada. Luego de intercambiar ideas y de reflexio-
nar sobre ellas, los integrantes de las parejas optarian por encontrar la
representacion algebraica de la funcién que modela el volumen V (t),
para luego derivarla y asi obtener la razén de cambio V' (t), en el regis-
tro algebraico, y con esto poder comparar esta representaciéon con la
representacion algebraica obtenida en la segunda pregunta y asi dis-
cernir sobre la validez del modelo presentado por el departamento de
produccion.

De esta manera, los estudiantes deben inferir que este procedimien-
to no se podra llevar a cabo debido a que no cuentan con la informa-
cion necesaria para realizar la conversidn de la representacion grafica,
en el registro cAs, mostrada hacia una representacion en el registro
algebraico debido a que no se establecen los comportamientos (lineal,
cuadratico, etc.) de las funciones que modelan el volumen. Es por ello
que se muestra la accién de la variable diddctica comportamiento de la
funcién de manera explicita en la representacion grdfica presentada en
el archivo MODELO_APROXIMADO.ggb, ademas, se muestra el valor que
adquiere la variable didactica en este momento, el cual es implicito,
debido a que no se puede precisar el comportamiento que presenta la
funcién que modela el volumen.
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Asi mismo, se muestra la accion de la otra variable didactica, vista
algebraica en el GeoGebra, la cual adquiere el valor de oculta. Se sefiala
la presencia de esta variable didactica debido a que, si no estuviese
oculta, los estudiantes con sus conocimientos del software podrian
obtener la representacion algebraica correspondiente a la representa-
cion grafica mostrada en el archivo y con ella simplemente realizarian
el proceso de derivacion, y con la representacion obtenida solo bastara
compararla con la encontrada en la segunda pregunta de la actividad.

Debido a que los estudiantes no podran obtener la representacion
algebraica de la funcién que modela el volumen acumulado, se espera
que el criterio a seguir por las parejas sea obtener derivada, la razén de
cambio, de la representacion del volumen acumulado en el registro cAs
de manera grafica, para lo cual movilizaran sus conocimientos previos
sobre derivadas, por ejemplo, la derivada de una funcién en un punto
dado coincide con la pendiente de la recta tangente en ese punto.

Con lo mencionado en el segundo criterio, los estudiantes deben
obtener el valor de la razén de cambio en puntos donde se conoce el
valor de dicha razén, por ejemplo, en la segunda, cuarta, quinta, sexta,
novena y ultima hora. Para llevar a cabo estas acciones, en el registro
grafico caAs, las parejas usaran el comando Tangente (<Punto>, <Fun-
cién>), el cual graficaria la representacion de la recta tangente sobre
la representacion grafica de la funcién, que modela el volumen, en el
registro grafico CAs a una hora determinada.

Una vez obtenida la representacién grafica de la recta tangente a
una determinada hora, en el registro cas, los estudiantes deben em-
plear el comando pendiente!® de la barra de herramientas para obte-
ner el valor de la pendiente a la representacion de la recta tangente y
con esto encontrar el valor de la razén de cambio en la hora considera-
da. En la Figura 64 se mostraran las acciones que deberian realizar los
estudiantes en el segundo criterio cuando el valor de t es 2.

105 /
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Figura 64
Acciones esperadas a realizar por los estudiantes
para obtener la razén de cambio en el registro grafico cas

Se puede observar en la Figura 64 el uso del GeoGebra para realizar
ciertas acciones en el registro grafico cAs, en donde el software permite
obtener ciertos resultados de manera inmediata porlo que el GeoGebra
se convierte en una herramienta que acelera los calculos, ademas de
permitir la formacién de conjeturas en los estudiantes. Luego de ob-
tener los valores de las razones de cambio en el registro grafico cas,
los estudiantes compararian estos valores con los presentados inicial-
mente, con los cuales concluirian que la representacion grafica de la
funcion que modela el volumen acumulado presentado por el depar-
tamento de produccién, representa en realidad el comportamiento
del volumen acumulado en el tanque de pasteurizado. Al finalizar esta
pregunta, se espera que los estudiantes puedan ir formando conjeturas
relacionadas a la primera parte del Teorema Fundamental del Calculo,
es decir, que puedan percibir la siguiente relacion:

d/dt []-07(8) V/(T)dT =V'(t)
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La cual muestra que los procesos de derivacién e integraciéon son
inversos, ademas, de percibir que dicha relacién no se establece en la
sexta hora, instante en que la funcién V' (t) no es continua. Con esto
ultimo, los estudiantes pueden lograr realizar conjeturas relacionadas
con las condiciones que debe cumplir la funcién integrando para poder
utilizar el Teorema Fundamental del Calculo.

— Pregunta 4

Con respecto a esta pregunta, las parejas pueden identificar la condi-
cion inicial planteada en el enunciado, el tanque contiene un volumen
de 1.300 litros de agua que permitira disolver la mezcla, luego de rea-
lizar la lectura correspondiente del mismo, asi como discutir las ideas
que se presentan en el texto.

Luego, los estudiantes pueden representar en lengua natural el volu-
men disuelto en el tanque de pasteurizado, sefialando ahora que “el vo-
lumen disuelto es igual al volumen inicial mas el volumen de la mezcla
sin disolver”, luego pueden realizar una conversion de esta representa-
cion a una representacion algebraica, es decir, que logren plantear:

Vdisue!to (t) = 1.300 + I’)’sin disalver (t)
Vaisueito (t) = 1.300 + f.;f V(T)dT

Luego de realizar esta representacion, pueden realizar una conversion
de esta ultima representacion al registro grafico, realizando una tras-
lacién la cual corresponde a una modificacion posicional segin ViGo
INGAR'%, tratamiento en el registro grafico, a la representacién obte-
nida en la pregunta 2. Estas acciones, conversiones y tratamientos se
visualizan en la Figura 65.

106 ViGo INGAR. “A visualizacdo na aprendizagem dos valores maximos e minimos locais da
funcdo de duas variaveis reais”, cit.
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Figura 65
Conversiones y tratamientos que realizarian los estudiantes
al resolver la pregunta 4

REGISTRO LENGUA NATURAL

El wolumen total de la mezcla sin disolver es

Co)
igual al volumen de agua mis el volumen de "“—--J_\_l' IIIHS"U"\

la mezcla sin disolver

i | REGISTRO ALGEBRAICO

Vitisueiro(£) = 1300 +j V'(T)dT
U]

REGISTRO GRAFICO

= X’Th\
\

Se debe mencionar que las parejas también podrian utilizar la repre-
sentacion grafica en el registro cAs planteada en la pregunta 3 para
resolver la pregunta, puesto que esta modela el volumen acumulado a
medida que transcurren las horas. A su vez, que los estudiantes realicen
la conversién del registro en legua natural hacia una representacion al-
gebraica al igual que lo sefialado antes, para luego realizar una conver-
sién hacia una representacién en el registro cAs empleando la sentencia
1.300 + g, donde g representa el volumen acumulado sin disolver.

Al finalizar esta pregunta, los estudiantes pueden ir formando con-
jeturas relacionadas a la segunda parte del TFc, es decir, que puedan
percibir la siguiente relacion:

JOr®) V(NdT=V(t)-V(0)
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A partir de la siguiente relacion:

Vdisue!ta (t) =1.300 + Ic-t V,(T)dT
lesueita (t) =V (D) + Ig V’(T)dT
Itljt VJ(T)dT = Vdisue[to (t) e (D)

Esta dltima relacién muestra la manera de calcular una integral defini-
da a partir de una primitiva o antiderivada, V' (t), lo cual es la esencia
del Teorema Fundamental del Calculo.

3) Andlisis a posteriori
— Pareja 1

Esta actividad se realiz6 en una sala de computaciéon donde los estu-
diantes contaron con el acceso a una computadora. Al iniciar la activi-
dad, la pareja ley6 el enunciado que se planted, luego intercambiaron
ideas con la finalidad de obtener conclusiones. Entre las cuales identi-
ficaron las variables presentes en problema como el tiempo y la razén
de cambio del volumen las cuales fueron representadas en el registro
algebraico como t y V', ademaés, representaron el area bajo la curva
como el volumen acumulado de la mezcla. Las acciones mencionadas
se pueden observar en la Figura 66.
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Figura 66
Representaciones en el registro algebraico
de las variables involucradas en el enunciado

— Pregunta 1

Para calcular la medida del volumen acumulado, en el tanque de pas-
teurizado, en las horas pedidas en los items a), b), ¢) y d) los estudiantes
realizaron la conversion de la representacion de la funcién que modela
la razén de cambio en el registro grafico, presentada en el enunciado
de la actividad, hacia una representacion en el registro algebraico, el
cual se muestra en la Figura 67, con el propésito de obtener la repre-
sentacion de dicha funcion en el registro grafico cas.

Figura 67
Representacion algebraica de la razén de cambio del volumen

150 x + 1200
y 1800
pix) = 400

| —(x—6)°. 3
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En la Figura 67 se visualiza la representacion algebraica mostrada
en la vista algebraica del GeoGebra; mencionando que los estudiantes
no realizaron dicha representacion en la ficha de actividades, a excep-
cion de la representacion algebraica de la funcién cuadratica, cuya re-
presentacion se muestra en la Figura 68.

Figura 68
Representacion algebraica de la funciéon que modela la razén
de cambio del volumen a partir de la sexta hora

La Figura 68 muestra las acciones, tratamientos, realizados por la pa-
reja para obtener la representacion h (x) = (-400)/3 (x - 6)% en el regis-
tro algebraico, con respecto a las representaciones algebraicas de las
otras funciones, lineal y la constante, que fueron obtenidas de manera
directa por los estudiantes, manifestandose cuando los estudiantes in-
gresan dichas representaciones en la barra de entrada.

Con el producto realizado por los estudiantes se determina que lo-
graron realizar la coordinacidn de la representacion razén de cambio
en los registros grafico, lengua natural, algebraico y grafico cAs como
se habia supuesto de manera a priori. A continuacién, se muestra la
representacion de la razén de cambio, en el registro grafico cas, reali-
zado por los estudiantes en la Figura 69.
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Figura 69
Representacion grafica en el registro grafico cas

Por otro lado, para realizar esta representacion, los estudiantes em-
plearon el comando Si (<Condicién>, <Entonces>, <Si no>) del GeoGebra
ingresando la sentencia mostrada en la Figura 70.

Figura 70
Sintaxis para representar la funcién
que modela la razén de cambio en el registro grafico cas

Entrada: | Si{0 = x® <4, 1200 + 150x, Si{4 <X <6, 1800, Si{6 <x < 12, 400/ 3 (X - 6) *2)))

Se concluye, entonces, que los estudiantes que conforman la primera
pareja tienen conocimientos de los comandos del GeoGebra, como se
habia supuesto en el analisis a priori. Luego, para obtener la medida de
los volumenes en las horas solicitadas en la primera pregunta, la pareja
empled el comando Integral del GeoGebra. Lo cual no se consider6 en
el andlisis a priori, puesto que se penséd que utilizarian el software sé6lo
para dar solucion a los dos ultimos items debido a que no podrian re-
solverlos por no contar con los conocimientos necesarios. A continua-
cion, en la Figura 71 se muestra el resultado de la ejecucidon del coman-
do Integral con el que obtuvieron la medida del volumen acumulado,
en el tanque de pasteurizado, en la quinta hora.
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Figura 71
Representacion del volumen acumulado para dar solucién al item b)
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La Figura 71 muestra la representacion grafica del volumen acumula-
do, en el registro grafico cas, luego de cinco horas de iniciado el pro-
ceso de pasteurizado. Ademas, en dicha representacién también se
puede observar la medida de dicho volumen y, para llevarlo a cabo,
los estudiantes emplearon el comando Integral del GeoGebra el cual se
muestra en la Figura 72.

Figura 72
Representacion de la sintaxis del comando integral

Entrada: I ral(p, 0,5)

En la Figura 73 se observan las respuestas obtenidas por la pareja en
cada uno de los items.
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Figura 73
El volumen acumulado en las horas pedidas en la primera pregunta
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En la Figura 73 se visualiza que la pareja logré resolver la pregunta
tal como se habia supuesto en el andlisis a priori, movilizando sus co-
nocimientos previos de integrales definidas y de algunos comandos
del GeoGebra. Lo obtenido por los estudiantes muestra que lograron
realizar las conversiones de la representacion de la funcién razén de
cambio del registro grafico hacia una en el registro de lengua natural,
para luego realizar una conversion de esta ultima representacion a una
en el registro grafico cas. También, se puede observar que esta pareja
logré representar el volumen acumulado en los registros lengua natu-
ral, grafico cAs sin pasar por el registro numérico y figural.

Esto evidencia que los estudiantes realizaron la coordinacion de la
representacion, del volumen acumulado en los registros grafico, lengua
natural, grafico cAs, de manera similar, con el objeto matematico fun-
cion razéon de cambio. Con esto, se determina que los estudiantes al-
canzaron la comprensién de los objetos matematicos funcién razén de
cambio e integral definida debido a que realizaron la coordinacién de
una representacion en al menos dos registros como lo afirma DuvaL'?’.

107 DuvAL. Los problemas fundamentales en el aprendizaje de las matemadticas y las formas
superiores del desarrollo cognitivo..., cit.

145



El teorema fundamental del cdlculo en el contexto de la teoria de registros...
— Pregunta 2

Para realizar el esbozo de la representacién grafica del volumen acu-
mulado a medida que transcurren las horas, la dupla calcul6 la medida
del volumen acumulado en distintas horas; ellos utilizaron el mismo
procedimiento que en la primera pregunta con la unica diferencia de
que calcularon la medida del volumen para una mayor cantidad de ho-
ras y, para ello, emplearon un deslizador que fue denominado como a
y representa al limite superior de la integral; este controla el valor de
las horas, empezando en cero y terminando en 12 con incrementos de
0,02 horas. En la Figura 74 se presenta el producto realizado por los
estudiantes.

Figura 74
Representacion grafica en el registro grafico cas

-

Es importante acotar que, para representar graficamente los puntos
en el registro grafico cAs mostrados en la Figura 74, los estudiantes
realizaron la conversién de la representacion algebraica (a, b) hacia
la representacion grafica mencionada, donde b representa el valor de
la integral (p, 0, a) siendo p la representacidn algebraica de la funcion
que modela la razén de cambio. Luego, para que se representen to-
dos los puntos al manipular el deslizador, los estudiantes activaron la
herramienta Rastro del GeoGebra obteniendo la representacién gra-
fica deseada. Posterior a esto, los estudiantes realizaron el esbozo de
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la funciéon que modela el comportamiento del volumen acumulado a
medida que transcurren las horas en el registro grafico, a lapiz y papel,
tal como se muestra en la Figura 75.

Figura 75

Representacion grafica de la funcion que modela el volumen
acumulado a medida que transcurren las horas
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La Figura 75 muestra el esbozo realizado por los estudiantes, con lo
cual se resuelve de manera satisfactoria la segunda pregunta de la ac-
tividad tal como se habia supuesto en el andlisis a priori, sin embargo,
se considerd el uso de una tabla donde se organizaban las medidas del
volumen en diferentes horas, algo que no realizaron los estudiantes,
que no resulto ser impedimento para realizar el esbozo debido a que
los valores mencionados estaban a su alcance, gracias al GeoGebra.
También, en el andlisis a priori realizado no se considero el uso de
las herramientas deslizador y rastro del software lo cual fue de gran
ayuda para realizar un esbozo aproximado de la funcién que modela
el volumen acumulado a medida que transcurren las horas. Luego, al
manipular el deslizador que esta realizando tratamientos en el registro
grafico cas, tal como lo afirma Vico INGAR!?®, ésta se da cuando los es-
tudiantes realizan la traslaciéon de la representacion grafica de la recta

108 ViGo INGAR. “A visualizacdo na aprendizagem dos valores maximos e minimos locais da
funcdo de duas variaveis reais”, cit.
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vertical que representa el limite derecho de la regiéon sombreada, que
viene a ser el volumen acumulado en el tanque de pasteurizado.

— Pregunta 3

Para verificar que el modelo presentado por el departamento de pro-
duccion modela el comportamiento del volumen acumulado a medi-
da que transcurren las horas, los estudiantes intercambiaron y discu-
tieron ideas con la intencién de encontrar un camino que los guie a
la solucién de la pregunta, obteniendo asi un criterio que les permita
justificar que la representacion grafica, mostrada en el archivo MODE-
LO_APROXIMADO.ggb, modela el comportamiento del volumen a medida
que transcurren las horas.

El criterio planteado por la pareja consiste en obtener la derivada
de la funcién presentada en el archivo, para ello deben obtener la re-
presentacién algebraica de esta para luego derivarla y compararla con
la representacion algebraica obtenida en la pregunta 1, logrando asi
cumplir los requerimientos sefialados. Este criterio se muestra cuan-
do la pareja realiza el siguiente comentario “derivamos la funcién que
estd en el archivo y la comparamos con la que dan al inicio”.

Asi mismo, los estudiantes buscaron un criterio que les permitiese
justificar que la representacion grafica en el registro grafico cAs mos-
trada en el archivo modela la raz6n de cambio del volumen acumulado
en el tanque de pasteurizado debido a que esta tiene mucha similitud a
la representacién grafica realizada en la segunda pregunta. Para llevar
a cabo la accién planteada, la estudiante CAMILA comenta: “para ob-
tener la ecuacién de la funcién que modela el volumen habilitemos la
vista algebraica del GeoGebra” con la cual los estudiantes encuentran
la representacion algebraica de dicha funcién, la misma se visualiza en
la Figura 76.
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Figura 76
Representacion algebraica de la funcion presentada
por el departamento de produccion con el uso del GeoGebra

1200 x + 75 = < x<4
© glx) = | 1800x—1200 ((A<x<B)A(=(0<x<4))
Luﬁnn_"_g”{x_ﬁf ((B<x<12)A((=(0<x <A A(=(4 <x<6)

En la Figura 76 se observa la representacion algebraica de la funcién
que modela la funcién presentada por el departamento de produccidn,
ahora los estudiantes emplean el comando Derivada cuya sintaxis es
Derivada (funcion), obteniendo la representacion algebraica de la de-
rivada de la funcién presentada por el departamento de produccidn, la
cual se muestra en la Figura 77.

Figura 77
Representacion algebraica de la derivada de la funcién presentada
por el departamento de produccion con el uso del GeoGebra

1200 4+ 150 x 0<x<4

.g.‘(x}:! 1800 [4{1{&)}\(—1{0,{:{4]]
| -? (x—=6)° :(6<x<12)A((~(0<x<A))A(~(4< x< b))

Cuando los estudiantes obtuvieron la representaciéon mostrada en la
Figura 77, procedieron a comparar esta representacion con la repre-
sentacién que obtuvieron en la primera pregunta, logrando concluir
que la representacion grafica mostrada en el archivo MODELO_APROXI-
MADO.ggb, cumple los requerimientos solicitados por el ingeniero. Esta
conclusion la realizaron luego de comparar dichas representaciones
en el registro grafico, presentado en el enunciado, y en el registro gra-
fico cas, la cual se obtuvo en el GeoGebra. De esta manera, se muestra
en la Figura 78 la representacion grafica de la derivada de la funciéon
presentada en el archivo MODELO_APROXIMADO.ggb en el registro CAS.
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Figura 78
Representacion grafica de la derivada de la funcion presentada
por el departamento de produccion en el registro grafico cas
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La pregunta 3 llegé a ser resuelta por los estudiantes obteniendo la re-
presentacion algebraica y grafica, en el registro cas, de la derivada de
la funcion presentada en el archivo, las cuales fueron comparadas con
la representacion algebraica de la funcién razén de cambio obtenida
en la primera pregunta y con la representacidn grafica, mostrada en el
enunciado. El modo seguido por los estudiantes corresponde al segun-
do criterio que se habia supuesto en el analisis a priori.

Se debe mencionar que la pareja no penso6 en el primer criterio con-
siderado por nosotros. Al no poder identificar el tipo de funciones que
se presentaban en el archivo, MODELO_APROXIMADO.ggb, 1a pareja optod
por activar la vista algebraica con la finalidad de obtener la representa-
cion algebraica de la funcién presentada por el departamento de pro-
duccion y con ella obtener la derivada de la misma, la cual les permitio6
dar la solucién al ejercicio. Este procedimiento se pudo realizar debido
a los conocimientos que poseen del GeoGebra.

Asi mismo, los estudiantes realizaron conjeturas las cuales se for-
maron al resolver la pregunta 3, entre ellas se resalta lo comentado
por la estudiante CAMILA “la integral de la derivada es el volumen”, el
cual es la esencia del Teorema Fundamental del Calculo. El comentario
realizado por la estudiante muestra una caracteristica de experimen-
tacién con una situacién problema, la intencién de ensefiar no esta im-
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plicita, pero fue disefiada con el objetivo de poner en juego el objeto
matematico de estudio que se desea explorar!®.

— Pregunta 4

Luego de leer de manera detenida la pregunta, los estudiantes esta-
blecieron lo siguiente, “para encontrar el volumen disuelto hay que
sumarle a la mezcla inicial los 1.300 litros de agua porque el tanque
al inicio no esta vaci¢”, lo cual muestra que para obtener el volumen
disuelto de la mezcla se deben considerar los 1.300 litros de agua que
habia inicialmente.

Luego, para dar solucidén a esta pregunta los estudiantes realizaron
la conversion de la representacion obtenida en el registro lengua natu-
ral a una representacion algebraica la cual se observa en la Figura 79.

Figura 79
Representacion algebraica del volumen disuelto

Entrada: h(x)=g(x)+1300
A su vez, con esta representacion obtenida se realiz6é una conversion a

una representacion grafica en el registro grafico cas, la cual se muestra
en la Figura 80.

109 ALmouLouD. “Modelo de ensino/aprendizagem baseado em situagdes-problema: aspec-
tos tedricos e metodoldgicos”, cit.
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Figura 80
Representacion grafica del volumen disuelto en el registro grafico cas
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En la Figura 80 se muestra un tratamiento realizado en el registro gra-
fico cAs que corresponde a una traslacion, la cual viene a ser una mo-
dificacién posicional, asi como lo afirma Vico INGAR!’. Las acciones
realizadas por los estudiantes dan solucién a esta pregunta, ademas
estos procedimientos fueron los considerados en el analisis a priori.

— Pareja 2

Esta actividad se realiz6 en una sala de computo, cada pareja conta-
ba con una computadora a su disposicion. Al inicio de esta actividad
las parejas leyeron el enunciado que se plante6, intercambiaron ideas,
identificaron las variables presentes en problema como el tiempo y la
razon de cambio del volumen las cuales fueron representadas en el re-
gistro algebraico como t y V' (t), donde ésta ultima también fue repre-
sentada por dV/dt, asi como se observa en la Figura 81.

110 Vico INGAR. “A visualizacdo na aprendizagem dos valores maximos e minimos locais da
funcdo de duas variaveis reais”, cit.
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Figura 81
Representaciones en el registro algebraico de las variables
involucradas en el enunciado
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Con las acciones mostradas en la Figura 80, los estudiantes plantearon
a partir de la representacion grafica que el area bajo la curva corres-
ponde al volumen acumulado en el tanque de pasteurizado, lo cual se
da cuando la pareja afirma “este problema es similar al anterior, solo
cambia la forma de la grafica”.

- Pregunta 1

Para obtener la medida del volumen acumulado, en el tanque de pas-
teurizado, en los distintos tiempos los estudiantes realizaron la con-
version de la representacion de la razén de cambio del registro grafico,
mostrado en el enunciado, hacia una representacion algebraica (tal
como se visualiza en la Figura 82) con la intencién de representar la
funciéon razon de cambio en el registro grafico caAs.
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Figura 82
Representacion algebraica de la razén de cambio del volumen
a medida que transcurren las horas
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Para obtener la representacion mostrada en la Figura 82, los estudian-
tes identificaron que la funciéon que modela la razén de cambio corres-
ponde a una funcién con dominio partido cuyos componentes son fun-
ciones lineales y una cuadratica. Esto se puede evidenciar cuando JOEL
afirma: “la funcién presentada es la composicion de tres funciones, dos
lineales y parabola”. Si bien la funcién razén de cambio no es una com-
posicidn de funciones, la intencién de JoEL fue transmitir que esta era
la unién de tres funciones dos lineales y una cuadratica.

De esta manera, los estudiantes no presentaron ninguna dificultad
al realizar la conversion de la representacion de la funcién razén de
cambio del registro grafico al algebraico, previamente transitando por
el registro en lengua natural, lo cual se evidencia cuando el estudiante
JOEL sefiala los tipos de funciones, lineal y cuadratica ademas de algu-
nos elementos como la pendiente, el punto de paso para las lineales, el
vértice de la funcién cuadratica y el punto de paso de esta funcién.

Con esto se puede determinar que los estudiantes realizaron la coor-
dinacion de la representacion razén de cambio en los registros grafico,
lengua natural, algebraico y grafico cAs como se habia supuesto de ma-
nera a priori. A continuacién, se muestra la representacion de la razén
de cambio en el registro grafico cAs realizado por los estudiantes en la
Figura 83.
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Figura 83
Representacion de la razén de cambio del volumen
en el registro grafico cAs

Para realizar esta representacidn, los estudiantes emplearon el coman-
do Si (<Condicién>, <Entonces>, <Si no>) del GeoGebra empleando la
sintaxis en la Figura 84.

Figura 84
Sintaxis para representar la funciéon que modela
la razon de cambio en el registro grafico cas

Entrada; si(0<=x<4,150x+1200,4<=x<=6,0x+1800,6<x<=12,h)
La funcién h por los estudiantes modela la razén de cambio durante
la sexta y la décima segunda hora, ésta sigue un comportamiento cua-

dratico (como se visualiza en la Figura 85) y la funcion p representa la
funcién que modela la razén de cambio en todo su dominio.
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Figura 85
Representacion algebraica de la funcion h, mediada con el GeoGebra
Funcién
® f(x) = 150x + 1200
® h(x) = —(6—x)°. 429
Recta
® g:y=1800

Se determina, entonces, que los estudiantes que conforman la pareja 2
tienen conocimientos de los comandos del GeoGebra tal como se habia
supuesto en el analisis a priori. Por otro lado, para obtener la medida
de los volimenes en las horas solicitadas, en cada item de la pregunta,
los estudiantes utilizaron el comando Integral del GeoGebra, lo que no
se habia previsto en el andlisis a priori, puesto que solo se consider6
el empleo del software para resolver los items c) y d) debido a que
no contaban con los conocimientos necesarios para realizar dicho pro-
cedimiento. Enseguida, se muestra en la Figura 86 el resultado de la
ejecucion del comando integral con el que obtuvieron la medida del
volumen acumulado, en el tanque de pasteurizado, en la segunda hora.

Figura 86
Representacion del volumen acumulado para dar solucion al item a)
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La Figura 86 muestra la representacion grafica del volumen acu-
mulado, en el registro grafico cas, luego de dos horas de iniciado el
proceso de pasteurizado. Ademas, en dicha representacion también
se observa la medida de dicho volumen, pero para llevar a cabo esta
representacion los estudiantes emplearon el comando Integral del
GeoGebra como se visualiza en la Figura 87.

Figura 87
Representacion de la sintaxis del comando integral

Entrada: Integral(p, 0, 2)

Asi mismo, se presenta en la Figura 88 las respuestas obtenidas por los
estudiantes al resolver la primera pregunta.

Figura 88
Medidas del volumen acumulado en las horas indicadas en la pregunta 1
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En la Figura 88, se observa que esta pareja lleg6 a resolver la pregun-
ta tal como se habia supuesto en el andlisis a priori, movilizando sus
conocimientos previos de integrales definidas, asi como su experien-
cia en el uso del GeoGebra. El producto realizado por los estudiantes
evidencia que lograron realizar las conversiones de la representacion
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de la funcién razon de cambio del registro grafico al registro de len-
gua natural, seguido lograron hacia el registro algebraico para luego
realizar una ultima conversién de esta representacién hacia una en el
registro grafico cAs. Ademas, la pareja logré representar el volumen en
acumulado en los registros lengua natural, algebraico y grafico caAs sin
pasar por el registro numérico y figural, cosa que no se habia supuesto
en el andlisis a priori. Esto es sefial de que los estudiantes realizaron
la coordinacién de la representacion del volumen acumulado en los
registros mencionados pues no se encontr6 evidencia de que los es-
tudiantes confundan a este objeto matematico, integral definida, con
su representacion; de modo similar con el objeto matematico funcion
razon de cambio. Con esto se afirma que los estudiantes alcanzaron la
comprension de los objetos matematicos funcion razén de cambio e
integral definida.

— Pregunta 2

Para realizar la representacién grafica del volumen acumulado a me-
dida que transcurren las horas, los estudiantes calcularon la medida
del volumen acumulado en distintas horas; para llevar a cabo este fin,
asignaron un deslizador al limite superior de la integral, el cual repre-
senta el valor de la hora transcurrida, empezando en cero y terminan-
do en 12, siendo lo altimo el dominio de la funcién razén de cambio,
con incrementos de una unidad. Este procedimiento se habia supuesto
en el analisis a priori, sin embargo, no se considero el uso del desliza-
dor evidenciando el conocimiento que tiene la pareja en GeoGebra. Se
menciona, ademas, que cuando lo estudiantes manipulan el deslizador
estdn realizando tratamientos en el registro grafico cAs, que son de-
nominados por Vico INGAR'! como modificaciones posicionales; po-
niendo en contexto que esta modificacion viene a ser la traslacion de
la recta, lo que representa el limite derecho de la regién sombreada.
Ademas, a medida que se manipula el deslizador se estan realizando
conversiones de la representacion del volumen acumulado en el regis-
tro grafico cas, hacia el registro grafico, pasando por medio del regis-
tro cas, el cual no esta implicito, pero si se esta movilizando.

111 Vico INGAR. “A visualizacdo na aprendizagem dos valores maximos e minimos locais da
funcdo de duas variaveis reais”, cit.
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En la Figura 89 se visualizan los tratamientos realizados por los estu-
diantes al obtener la medida del volumen en diferentes horas. La posicion
inicial de la representacion grafica del limite derecho de la regién som-
breada que representa el volumen acumulado a la sexta hora (k = 6) y la
posicion final de la representacion grafica del limite derecho de la region
sombreada que representa el volumen acumulado a la octava hora (k = 8).

Figura 89
Tratamientos realizados en el registro cAs al dar solucion a la pregunta 2

Representacion del volumen acumulado, al cabo de seis horas
de iniciado el proceso de pasteurizacion, en el registro cAs

El valor del deslizadores k=6

K=

e

Representacion del volumen acumulado, al cabo de ocho horas
de iniciado el proceso de pasteurizacion, en el registro cas

El valor del deslizador es k=8

k=g

(R y—

aAwgIeday
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Luego, para realizar el esbozo de la funcién que modela el volumen
acumulado, los estudiantes no organizan los valores del volumen en
una tabla como se habia supuesto en el analisis a priori. Al contrario,
ellos emplean la herramienta Rastro del GeoGebra, para lo cual definen
el punto A = (k, a), cuya representacion en el registro grafico cAs se
muestra en la Figura 90, cuando el valor de k es 2 y representa el valor
del tiempo, caracterizado en el GeoGebra con el deslizador k y la letra
a representa la medida del volumen acumulado cuyo valor se obtiene

al ejecutar el comando Integral (p (x), 0, k).

Figura 90

Representacion de un punto perteneciente a la representacion
grafica del volumen acumulado en el registro grafico cas
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De esta manera, se observa en la Figura 91 la representacidn grafica de
los puntos en el registro grafico cAs obtenidos al manipular el desliza-

dor con la ayuda de la herramienta Rastro.
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Figura 91
Representacion grafica de los puntos mediante
el uso del deslizador y el rastro
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Luego, para obtener el esbozo de la representacion grafica de la fun-
cion que modela el volumen acumulado a medida que transcurren las
horas, los estudiantes representaron los puntos en el registro grafico,
a lapiz y papel, para luego unirlos tal como se muestra en la Figura 92.

Figura 92
Representacion grafica, realizada a lapiz y papel, de la funcion que
modela el volumen acumulado a medida que transcurren las horas
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El esbozo presentado en la Figura 92 fue construido por los estu-
diantes a partir de la representacion grafica en el registro grafico cas
de los puntos obtenidos con la herramienta rastro con incremento mu-
cho menor en el deslizador que el empleado con anterioridad, confor-
me se muestra en la Figura 93.

Figura 93
Representacion grafica de los puntos en el registro grafico cas
considerando un menor incremento en el deslizador

B G
LB

De esta manera, los estudiantes dieron solucién a la pregunta 2, tal
como se habia previsto a priori, sin embargo, el dominio que tienen del
GeoGebra les permitié obtener el valor del volumen acumulado para
distintas horas; asi como de no transitar por algunos registros, como
el figural y el numérico, que no se habia considerado en el andlisis a
priori. Ademas, el uso del rastro les permitioé representar de manera
grafica la funcién volumen en los registros grafico y grafico cAs con
mucha aproximacion.

- Pregunta 3

Para comprobar que el modelo presentado por el departamento de
produccién modela el comportamiento del volumen acumulado a me-
dida que transcurren las horas, los estudiantes intercambiaron y dis-
cutieron sus ideas, obteniendo un criterio para verificar que el mode-
lo presentado en el archivo MODELO_APROXIMADO.ggb corresponde al
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volumen acumulado. El criterio que siguieron consistié en derivar la
representacion grafica de la funcidn, presentada en el archivo mencio-
nado, que modela el volumen en el registro cas, y el resultado de este
proceso debe coincidir con la mostrada al inicio del enunciado. En pa-
labras de los estudiantes, “derivemos a la funcién y lo que sale debe
ser la grafica que esta en la hoja”. Para llevar a cabo esta accidn, el estu-
diante JoEL digita en la entrada de comandos la sentencia g’ obtenien-
do asfi la derivada de la representacidn grafica de la funciéon volumen,
presentada en el archivo, en el registro grafico cas. En la Figura 94 se
presentan estos procedimientos.

Figura 94
Representacion grafica de la derivada de la funcion que modela
el volumen acumulado segiuin el departamento de produccion
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Con larepresentacion obtenida, los estudiantes realizaron algunas mo-
dificaciones dpticas en el registro grafico cas, las cuales consistieron
en realizar acercamientos (zoom) que se llevaron a cabo con el uso de
la herramienta aproximar!!? del GeoGebra. Estas acciones correspon-
den a tratamientos realizados en el registro grafico tal como lo sefiala
ViGo INGAR''3; y la finalidad de estos acercamientos fue obtener algu-

112 Q\

113 ViGo INGAR. “A visualizacdo na aprendizagem dos valores maximos e minimos locais da
funcdo de duas variaveis reais”, cit.
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nos valores de la funcién que modela la razén de cambio debido a que
estos no eran visibles y con ello poder compararlos con la representa-
cion grafica presente en el enunciado de la actividad. De esta manera,
con la intencién de justificar sus respuestas, los estudiantes sefialaron
el valor de la funcién derivada en las horas t = 2, 5,9 y 12, tal como se
puede observar en la Figura 95.

Figura 95
Valores de la razon de cambio con la finalidad de justificar sus conjeturas

}5_\‘_ - \f‘;?:‘: = ] T i 3'.1‘) = l*_f—.w"J 150 es, K\J/
du

v, V(35) . 180 —9 9'(3)= 1860, 1600 {""/J'n
di

dy ) L p
N N ) e oG 3 Q)2 o0, —1200 U/}
di
dv . W NETY = ~ 4800 —p S' (12) - ~4820 ; - Y600 G/
dt

Estos valores se obtuvieron gracias a los tratamientos realizados en el
registro grafico cAs, ademas, estos valores son alcanzados por la repre-
sentacion grafica mostrada en el enunciado justificando asi que el mode-
lo presentado por el departamento de produccidn, en el archivo MODE-
LO_APROXIMADO.ggb, modela el comportamiento del volumen acumulado
en el tanque de pasteurizacion a medida que transcurren las horas.

La pregunta 3 fue resuelta por esta pareja pues lograron obtener la
derivada de la representacion del volumen acumulado presentada en
el archivo, la cual fue comparada con la representacion mostrada en el
enunciado de la actividad llegando asi a la solucién de la esta pregunta.
Esta manera de solucién corresponde al segundo criterio que se habia
supuesto en el andlisis a priori.

Sin embargo, el procedimiento seguido por los estudiantes para jus-
tificar no fue el esperado debido a que se habia considerado que la
pareja al no poder identificar el tipo de funciones que se presentaban
en el archivo MODELO_APROXIMADO.ggb, optasen por obtener la razén de
cambio de la funcién de manera gréfica, esto es, utilizando la pendiente
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de la recta tangente a la grafica de la funcion presentada. De esta ma-
nera, los estudiantes hubiesen seguido el procedimiento supuesto si se
ocultaba la etiqueta de la funcién volumen, lo cual les hubiese imposi-
bilitado realizar la sentencia g'.

Por consiguiente, la pareja logré establecer una conclusién impor-
tante, la cual se muestra en la Figura 96, a partir de los procedimientos
realizados. Esto muestra que los estudiantes con la informacién brin-
dada en la situacién problema resolvieron las cuestiones presentes en
él usando sus conocimientos previos, ademas, la situacion disefiada
logré poner en juego el objeto matematico de estudio, en este caso la
primera parte del Teorema Fundamental del Calculo, que fue lo que se
deseaba explorar, siendo esto ultimo, segiin ALMoOLOUD!* el objetivo de
disefar una situacion problema.

Figura 96
Conclusion obtenida por la pareja 2 al desarrollar la tercera pregunta

Esta conclusién muestra la esencia de la primera parte del Teorema
Fundamental del Calculo, si bien esta no fue solicitada de manera expli-
cita por la pregunta, fue muy importante que los estudiantes la hayan
hecho explicita. La accién mencionada, es consecuencia de la sugeren-
cia que realizé el profesor-investigador antes de iniciar el desarrollo de
la actividad la cual consistid en registrar en la ficha cualquier resultado
que crean importante.

— Pregunta 4
Luego de leer con detenimiento la pregunta, los estudiantes establecie-

ron que: “para hallar el volumen total de la mezcla hay que sumarle los
1.300 litros de agua”, lo cual muestra que para obtener el volumen acu-

114 ALmouLouD. “Modelo de ensino/aprendizagem baseado em situa¢des-problema: aspec-
tos tedricos e metodoldgicos”, cit.
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mulado total, ya disuelto de la mezcla, se deben considerar los 1.300
litros de agua que habia inicialmente.

Con la representacion realizada del volumen acumulado en el regis-
tro de lengua natural, los estudiantes realizaron la conversion de esta
representacion a la siguiente representacién en el registro algebraico:
f(x) =(x) + 1.300, donde f (x) representa el volumen disuelto, f (0) =
1.300 la condicién inicial y g (x) representa el volumen sin disolver. Las
representaciones realizadas por la pareja se observan en la Figura 97.

Figura 97
Representaciones del volumen total, ya disuelto,
en los registros lengua natural y algebraico
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Posterior a esto, la representacion algebraica es transformada a una
representacion en el registro grafico cAs mediante una conversion,
mostrada en la Figura 98.

Figura 98
Representacion en el registro grafico caAs del volumen total disuelto
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Para realizar esta representacion, los estudiantes efectuaron un tra-
tamiento en el registro grafico cAs a la representacion grafica presenta-
da en el archivo MODELO_APROXIMADO.ggb, esta transformacion consiste
en realizar una traslaciéon vertical de 1.300 litros a la representaciéon
inicial. Con respecto a las acciones realizadas por los estudiantes en
esta pregunta, efectuaron los procedimientos que se habian supuesto
en el analisis a priori. Ademas, establecieron la conjetura que se obser-
va en la Figura 99.

Figura 99
Conjetura formulada por la segunda pareja al resolver la cuarta pregunta

La conjetura mostrada en la figura 99 corresponde a la segunda parte
del TFc, la cual permite calcular integrales definidas de una funcién a
partir de evaluar una primitiva de esta en los limites de integracion
superior e inferior.

4) Socializacion de la actividad

Al terminar la segunda actividad, se generalizan los resultados obte-
nidos por las parejas y el profesor investigador socializa el significado
del proceso realizado en la tercera pregunta segin el contexto plan-
teado en la actividad. La accién realizada por el profesor se puede ob-
servar cuando formula el Teorema Fundamental del Calculo - parte 1
planteando la siguiente expresidn:

d/dt [0MNE) V' (x)dx =V (£)
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Luego, el profesor plantea que dicha igualdad es valida en puntos
donde la funcién razén de cambio V' (t) es continua. De manera simi-
lar, el profesor-investigador socializa el significado del proceso realiza-
do en la cuarta pregunta seglin el contexto planteado en la actividad.
La accion realizada por el profesor se puede observar cuando formula
el Teorema Fundamental del Calculo - parte 2, planteando la siguiente
expresion:

Vd:’sue!to (t) = (G) =t J-é v’ (T) dT

Asi mismo, con el siguiente tratamiento obtiene la parte 2 del Teorema
Fundamental del Calculo.

_rc;t v’ (T)dT == Vdisuelto (t) il (O)

Por ultimo, muestra el teorema ya terminado como lo presenta
STEWART!',

115 STEWART, JAMES. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.
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CAPITULO QUINTO
DISPOSICIONES FINALES SOBRE LA APLICACION DE LA
SEMIOTICA EN EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

El manejo y tratamiento del Teorema Fundamental del Calculo den-
tro de los cursos de matematicas de las universidades, es un método
efectivo y eficaz para que los estudiantes puedan reconocer y desa-
rrollar nuevos conocimientos referentes a las materias de calculos, a
las funciones y a las derivadas. Esto forma parte de un nuevo para-
digma cientifico moderno, en aras de que la educacion pueda crecer y
desarrollarse de forma amplia, en este caso la educaciéon peruana. Sin
embargo, existen deficiencias en el disefio y elaboracion del Teorema
Fundamental del Calculo, generando que este estudio proponga que
los sistemas educativos sean revisados y actualizados para responder
a las exigencias actuales, de acuerdo a las corrientes disciplinarias y
al nivel educativo en que se presente, de manera que este teorema sea
bien implementado por los estudiantes, a los fines de lograr tener un
satisfactorio desarrollo matematico. Bajo esta perspectiva, se requie-
re una mejora en el rendimiento académico, mediante la permanente
ayuda de las autoridades educativas y de los profesores de las institu-
ciones académicas, a través de una variedad de técnicas adecuadas que
permitan la elaboracion de soluciones de aprendizaje integral.

Asi mismo, también se hace constar que el uso de la tecnologia su-
pone una fusion de la inteligencia del individuo con una herramienta
ajena y externa, sin la cual la mente no funcionaria igual debido a que
las computadoras y sus derivados permiten un aprendizaje interacti-
vo y dindmico que solventa y visualiza las soluciones a problemas, asi
como conceptos tedricos, favoreciendo, de esta manera, el aprendizaje
de los estudiantes de manera sistematica y estructural.
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Por otro lado, se evidencia que el desarrollo de este teorema no de-
pende solamente de algun software educativo, sino de su adecuada
implementacion y manejo por parte del profesor y de los estudiantes,
estableciendo asi una interacciéon dinamica con el objetivo de superar
aquellas barreras y obstaculos que se presentan en cualquier funcién y
derivadas; suponiendo un cambio en el conocimiento de la sociedad y
en las habilidades cientificas y tecnolégicas.

I. CONSIDERACIONES FINALES

La enseflanza y/o aprendizaje de calculo a nivel universitario, en par-
ticular del tema Teorema Fundamental del Calculo, posee pocas inves-
tigaciones referidas a dicho objeto matematico, las dificultades que
presentan los estudiantes en este tema, la existencia de herramientas
tecnolégicas como el GeoGebra, motivaron la realizacion de este estudio.

Se comenzé este trabajo realizando un estudio de las investigacio-
nes que tenfan como objeto de estudio el Teorema Fundamental del
Calculo —-TFC-, ademas, investigaciones relacionadas a la problemati-
ca que hay en la ensefianza del TFc, encontrando antecedentes como
los de GRANDE!'®, ROBLES et al.''’, CAMPOS!'®, PICONE!'’, ANACLETO!'?°
y SCUCUGLIA'?!, en donde se determinaron conceptos como: la idea de
acumulacién, una nocién importante para contextualizar situaciones
relacionadas a la integral, la razén de cambio de esa acumulacién que
es relacionada a la derivada, la funcién, el dominio, la continuidad; que
permiten una interpretacién grafica del TFc.

116 GRANDE. “Um estudo epistemolégico do Teorema Fundamental do Calculo voltado ao seu
ensino’, cit.

117 RoBLES ARREDONDO, TELLECHEA ARMENTA y FONT MoLL. “Una propuesta de acerca-
miento alternativo al teorema fundamental del calculo”, cit.

118 CamPos. “A abordagem do teorema fundamental do calculo em livros didaticos e os regis-
tros de representagio semiética’, cit.

119 PICcONE. “Os registros de representagio semiética mobilizados por professores no ensino
do teorema fundamental do calculo”, cit.

120 ANACLETO. “Uma investigagdo sobre a aprendizagem do teorema fundamental do calculo”,
cit.
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El marco tedrico estuvo basado en la teoria de registros de repre-
sentacion semidtica fundamentada de DUVAL'#, permitiendo analizar
la coordinacién de las representaciones en los registros de representa-
cioén semidtica: grafico - algebraico - lengua natural, que los estudiantes
de la carrera Ingenieria de Alimentos realizan cuando desarrollan una
situacion problema relacionada al TFc. Segun los resultados obtenidos,
a partir de la experimentacion de la situacion problema, en este sentido,
se pudo verificar el logro de los objetivos planteados, lo cual permiti6
responder a la pregunta de investigacion: ;los estudiantes de Ingenie-
ria de Alimentos coordinan los registros de representaciéon semioética
cuando desarrollan una situacién problema relacionada al TFc?

Al respecto se puede determinar que los estudiantes si realizaron
la coordinacién en los registros mencionados. Por ejemplo, en la pri-
mera actividad lograron coordinar la representacién del area bajo la
sombreada en los registros graficos y lengua natural; también en esta
actividad la primera pareja logré coordinar la representacion de la me-
dida del area de la regién sombreada en los registros grafico, lengua
natural a diferencia de la segunda pareja que logr6 coordinar la misma
representacion en los registros graficos, de lengua natural y algebrai-
co. En la segunda actividad, ambas parejas lograron coordinar la repre-
sentacién de la funcién razén de cambio en los registros grafico, lengua
natural, algebraico y grafico cas.

La situacion problema disefiada logré poner en juego los objetos ma-
tematicos involucrados en el TFc, las derivadas e integrales definidas,
formulando conjeturas relacionadas a la tesis del TFc. Estas conjeturas
fueron obtenidas por la segunda pareja al desarrollar las preguntas 3
y 4 de la segunda actividad. Con esto, la situaciéon problema planteada
logré poner en juego las tesis del TFc, cumpliéndose asi la finalidad que
tiene la situacion problema sefialada por ALMOLOUD!%,

La nocién de acumulacién fue un elemento clave para la compren-
sion de la funcion representada por F (x) = /07 (x) f (t)dt, pues los es-
tudiantes lograron realizar operaciones con ella. Ademas, esta nocién
permitié darle un significado a la integral definida, lo cual fue funda-

122 DuvAL. Semiosis y pensamiento humano: registros semiéticos y aprendizajes intelectuales,
cit.

123 ALmouLouD. “Modelo de ensino/aprendizagem baseado em situagdes-problema: aspec-
tos tedricos e metodoldgicos”, cit.
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mental para disefiar la situacion problema. Esta nocién esta basada en
la idea de acumular cantidades, la cual fue observada cuando se realiz6
el andlisis epistemolégico del objeto de estudio, por ejemplo, en los
trabajos de calculos de cuadraturas de ARQUIMEDES y de métodos de
los indivisibles de CAVALIERI.

Con respecto al analisis preliminar de este estudio, segtin la inge-
nieria didactica de ARTIGUE et al.'?*, se tenia la certeza de que emplear
recursos tecnolégicos, en este caso el GeoGebra, permite a los estu-
diantes realizar transformaciones en las representaciones de diversos
objetos matematicos, en particular las funciones y la integral defini-
da, ya que segin DUVAL los objetos matematicos no son accesibles ni
manipulables por nuestros sentidos. Por ello, la eleccion del GeoGebra
trajo como consecuencia que se generen un conjunto de situaciones y
decisiones, con el propdsito de alcanzar los objetivos especificos de la
investigacion, y con ellos lograr asi el objetivo general de la misma.

Por ultimo, con respecto a los aspectos didacticos del Teorema
Fundamental del Calculo, se llevd a cabo mediante la revision de dos
textos de consulta del curso Matematicas 11, y se pudo comprobar que
la metodologia empleada para la ensefianza de dicho tema se ejecuto
mediante la conversién en un solo sentido del registro algebraico al
registro grafico, y no en el sentido inverso, ya que segun la Teoria de
Registros de Representacion Semidtica de DuvAL'?®, no se indica que
la conversidn entre dichos registros debe ser realizado en ambos sen-
tidos; siendo el libro de STEWART!?® el que emplea mayor cantidad de
conversiones, mientras que el libro de LimA'?’, sélo emplea discursos
matematicos, algo caracteristico en los libros de matematica pura.

124 ARTIGUE, MORENO FERNANDEZ y DoUADY. Ingenieria diddctica en educacion matemadtica.
Un esquema para la investigacién y la innovacion en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas, cit.

125 DuVAL. Semiosis y pensamiento humano: registros semiéticos y aprendizajes intelectuales,
cit.

126 STEWART. Cdlculo de varias variables. Trascendentes tempranas, cit.

127 LIMA. Andlisis Real. Volumen 1, cit.
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